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第 1章

序論

こ こ で は 、 流体の 運 動の 数値解析に つ い て 取り 扱 っ て い く 。 流体の 運 動は 古く か ら 研究

さ れ て き た が 、 一 般に 現象の 厳密解が 求 ま る こ と は 稀 有だ と い え る 。 しか し、 特に 理工に

お い て は 現象を 解明す る の に 必ず しも 厳密解は 必要で は ない 。 対象の 現象に 対す る 定量的

な理解が 得ら れ れ ば 、 十分解明に 寄 与す る こ と が で き る 。 あ る い は 、 厳密解が 求 ま っ て い

る 現象だ っ た と して も 、 そ れ に 定量的な理解を 付加す る こ と で 更なる 理解や 発見が 期 待で

き る 、 と い う こ と が で き る か も しれ ない 。 そ う い っ た 意 味で 、 対象の 現象に 対して 数値解

析に よ る ア プ ロ ー チの 手段を も っ て い る こ と は 大変有用なだ け で なく 、 強力な武器 に なる

の で あ る 。 流体の 数値計算の 本は 数多く 出版さ れ て い る が 、 入門書と して 書か れ て い る 本

は 少ない よ う に 感 じ た 。 こ こ で は 、 新しい スキー ム や 理論体系を 構築す る の で は なく 、 流

体の 数値計算に 必要な基 本的な概念や スキー ム を 理解す る こ と に 重点を 置き 話を 進め て い

く こ と に す る 。

1.1 スキー ム の 種類

流体の 数値解析は 、 非圧 縮性流体か 圧 縮性流体か に よ っ て 、 そ の スキー ム が 大き く 異 な

る 。 こ れ は 基 礎と なる 支配方程式が 異 なる こ と に 起 因 して る 。 一 般に 非圧 縮性流体の 方が

方程式系が き れ い で あ り 、 理解が 容易 で あ る こ と か ら 、 こ こ で は 非圧 縮性流体に つ い て 考

え て い く こ と に す る 。 次に 流れ 場の 数値解析法で あ る が 、 大き く 分け て 差分法と 有限要素

法に 分け る こ と が で き る 。 有限要素法は 複雑な条件や 現象の 解明に 適して い る が 、 そ の ス

キー ム も ま た 難解に なっ て しま う た め 、 こ こ で は 基 本的で 応用範囲 の 広い 差分法に つ い て

取り 扱 っ て い く こ と に す る 。

以 下に 各スキー ム の 種類を あ げ て お く 。 こ の 分け 方は 必ず しも 適切で は ない が 、 大ま か

な内訳を 知る こ と が で き る だ ろ う 。 ま た 、 こ の 他に も 多く の スキー ム が 存在す る 。 中に は

流体に 限定した も の で は なく 、 一 般的な偏微分方程式を 差分化す る た め の スキー ム 等も

含 ま れ て い る 。 こ こ で は 、 最も 基 本的な MAC(Marker and Cell) 法 [1, 2] に つ い て 取り

扱 っ て い く つ も り で あ る 。 MAC法は 1965 年に Harlow と Welch に よ っ て 開発さ れ た ス

キー ム で あ る 。 そ の 後、 多く の 改良が 重ね ら れ 、 現在で は ほ ぼ 完 成さ れ た スキー ム と なっ
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て い る 。 MAC法を 学ぶ こ と で 、 基 本的な流体スキー ム の 理解と 他の 高度なスキー ム へ の

拡張が 期 待で き る わ け で あ る 。

� �
非圧 縮性流体

• MAC (Marker and Cell) 法

• SMAC法

• SIMPLE法

圧 縮性流体

• TVD (Total variation diminishing)法

• non-TVD法

• CIP法

粒子法

• PIC (Particle in Cell) 法

• MPS (Moving particle semi-implicit method) 法

• SPH法
� �

Fig.1： 各スキー ム の 種類

1.2 目的

こ こ で は 理論的な基 本方程式か ら 差分方程式を 導出し、 簡 単な 2 次元で の 流体シミ ュ

レ ー ショ ン を 設計、 開発して い く 。 そ の 際、 で き る だ け 難しい 議 論は 避け 、 基 本的な概念

や スキー ム の みを 導入して い く こ と に す る 。 数値解析の 大ま か な流れ を 掴ん で い く こ と が

本稿で の 大き な目標で あ り 、 目的で あ る 。 ま た 、 設計した プ ロ グラ ム を 使っ て 、 実際に 流

体シミ ュ レ ー ショ ン を 行っ て い く 。 本稿が 単なる レ ポ ー トに 留ま ら ず 、 こ れ か ら 流体の 数

値解析を 学ぶ 人の 入門書と なる こ と を 願 う 。



3

第 2章

基 礎方程式

ま ず 、 最初に 非圧 縮性流体に お け る 基 礎方程式を 挙げ る 。

∂ρ

∂t
+ (∇ · ρv) = 0 (2.1)

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −

1

ρ
∇P + ν∇

2
v (2.2)

(2.1)式を 連続の 方程式、 (2.2)式を Navier-Stokes 方程式と い う 。 こ こ で ρ は 密度、 P は

圧 力、 ν は 動粘性係数で あ る 。

2.1 圧 力方程式の 導出

次に 圧 力に 関 す る 方程式を 導出す る 。 こ こ で は 、 2次元に お け る 流体の 運 動に つ い て 考

え て い く こ と に す る 。 (2.2)式を 各成分ご と に 表記 す る と

∂vx

∂t
+ vx

∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
= −

1

ρ

∂P

∂x
+ ν

(

∂2vx

∂x2
+

∂2vx

∂y2

)

(2.3)

∂vy

∂t
+ vx

∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
= −

1

ρ

∂P

∂y
+ ν

(

∂2vy

∂x2
+

∂2vy

∂y2

)

(2.4)

と なる 。 こ こ で 、 両式の 発散を と る 。

∂

∂t

(

∂vx

∂x

)

+
∂2v2

x

∂x2
+

∂2vxvy

∂x∂y
= −

1

ρ

∂2P

∂x2
+ ν

∂

∂x
∇

2vx (2.5)

∂

∂t

(

∂vy

∂y

)

+
∂2vxvy

∂x∂y
+

∂2v2
y

∂y2
= −

1

ρ

∂2P

∂y2
+ ν

∂

∂y
∇

2vy (2.6)

次に (2.5)式と (2.6) 式の 和を と る と

∂

∂t

(

∂vx

∂x
+

∂vy

∂y

)

+
∂2v2

x

∂x2
+ 2

∂2vxvy

∂x∂y
+

∂2v2
y

∂y2

= −
1

ρ

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

P + ν∇
2

(

∂vx

∂x
+

∂vy

∂y

)

(2.7)
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と 書け る 。 こ こ で

D =

(

∂vx

∂x
+

∂vy

∂y

)

(2.8)

p =
P

ρ
(2.9)

と 置き 、 (2.7) 式を p に つ い て 解け ば

∇
2p = −

(

∂2v2
x

∂x2
+ 2

∂2vxvy

∂x∂y
+

∂2v2
y

∂y2

)

+ ν∇
2D −

∂

∂t
D (2.10)

圧 力方程式が 得ら れ る 。 こ れ は 圧 力 p に 関 す る Poisson 方程式に なっ て い る 。 理論的に

は 右 辺の D は (2.1) 式よ り D = 0 を 満た して い なけ れ ば なら ない 。 しか し、 数値解を 求

め る 場合試算回数の 増大に 伴っ て 誤差が 増え 、 D = 0 を 満た さ なく なる 。 そ れ を 最初か ら

D = 0 と お い て しま う と 精度を 悪 く す る だ け だ と い う 指摘が なさ れ て い る [3]。 そ こ で 、

こ こ で は 補正項と して D の 項を 残して い る 。

2.2 支配方程式

以 上よ り 、 2次元で の 非圧 縮性流体シミ ュ レ ー ショ ン に お い て 用い ら れ る 方程式は

∂vx

∂t
+ vx

∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
= −

∂p

∂x
+ ν∇

2vx (2.11)

∂vy

∂t
+ vx

∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
= −

∂p

∂y
+ ν∇

2vy (2.12)

∇
2p = −

(

∂2v2
x

∂x2
+ 2

∂2vxvy

∂x∂y
+

∂2v2
y

∂y2

)

+ ν∇
2D −

∂

∂t
D (2.13)

と なる 。
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第 3章

シミ ュ レ ー ショ ン

こ の 章で は 、 前節に 導出した 方程式を 差分化し、 実際に プ ロ グラ ム 上で 用い る 差分方程

式を 導出す る 。 差分法は 、 比較 的導出が 簡 単で 、 直感 的に 理解しや す い 中心差分法を 用い

る こ と に す る 。 ま た 、 プ ロ グラ ミ ン グに 必要な概念と スキー ム も 同時に 導入して い く 。

3.1 スタッガー ド格 子

コン ピ ュ ー タ上で 偏微分方程式を 取り 扱 う に は 、 方程式を 差分化しなけ れ ば なら ない 。

こ れ は コン ピ ュ ー タが 有限な値しか 扱 え ない こ と に 起 因 して い る 。 差分化が 行わ れ た 時

点で 、 も は や 空間 や 時間 は 連続的で なく 、 離散的なも の と なる 。 こ こ で は 、 スタッガー ド

格 子を 導入し、 空間 の 離散値を Fig.2 の よ う に 定義 す る こ と に す る 。 スタッガー ド格 子と

は 、 1 つ の セル に 対して 物理量を ズラ して 定義 す る よ う なメ ッシュ 体系の こ と を い う 。 こ

の 場合、 圧 力は セル の 中心で 定義 さ れ 、 速度 (vx, vy) は 各セル 境界上で 定義 さ れ る こ と と

なる 。 スタッガー ド格 子は 単純に 空間 を 離散化す る だ け で なく 、 圧 力や 速度の 数値振動を

防ぐ 効果も あ る こ と が 分か っ て い る 。

Fig.2 に お け る 白色の 部分が 実質上の シミ ュ レ ー ショ ン 領域 と なる 。 こ の 領域 内に お い

て 、 流体の 数値解析が 行わ れ る こ と と なる 。 外側の 灰色の 部分が シミ ュ レ ー ショ ン 領域 の

境界を 表して い る 。 境界上の 格 子点に は 設定した 境界条件を 適応す る 必要が あ る 。 詳しく

は 後述す る 。 プ ロ グラ ム 上で 、 格 子点は 配列を 用い た 変数に よ っ て 記 述す る こ と に なる 。

例え ば 、 C言語で 書く と� �
static double P[imx + 2][jmx + 2]

� �
と なる 。 こ こ で imx、 jmx は x方向、 y方向の 最大格 子点数を 表して い る 。 2 が 足さ れ て

い る の は 、 境界条件の た め に 各方向に 2個余分に 格 子点が 必要だ か ら で あ る 。 こ れ は 、 こ

こ で 用い る 差分法が 中心差分法で あ る こ と に 起 因 して お り 、 あ る 格 子点上の 物理量を 求 め

る た め に 、 そ の 周囲 2個分の 格 子点が 必要だ か ら で あ る 。 3次精度の 差分法等の 場合は そ

れ に 応じ て 、 境界に お け る 格 子点数を 増や す 必要が あ る 。
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Fig.2： スタッガー ド格 子の 定義

3.2 差分方程式

3.2.1 Navier-Stokes方程式の 差分化

(2.3), (2.4) 式よ り

∂vx

∂t
+ vx

∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
= −

∂p

∂x
+ ν∇

2vx (3.1)

∂vy

∂t
+ vx

∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
= −

∂p

∂y
+ ν∇

2vy (3.2)
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中心差分法を 用い て Navier-Stokes 方程式を 差分化す る 。 ま ず 、 最初に 各項を 差分化して

お く 。

IIxi+ 1

2
,j =

(

vx

∂vx

∂x

)

i+ 1

2
,j

=
1

∆

{

v2
x(i+ 1

2
,j) − v2

x(i,j)

}

(3.3)

JIyi+ 1

2
,j =

(

vy

∂vx

∂y

)

i+ 1

2
,j

=
1

∆

{

vx(i+ 1

2
,j+ 1

2
)vy(i+ 1

2
,j+ 1

2
) − vx(i+ 1

2
,j− 1

2
)vy(i+ 1

2
,j− 1

2
)

}

(3.4)

IJxi,j+ 1

2

=

(

vx

∂vy

∂x

)

i,j+ 1

2

=
1

∆

{

vx(i+ 1

2
,j+ 1

2
)vy(i+ 1

2
,j+ 1

2
) − vx(i− 1

2
,j+ 1

2
)vy(i− 1

2
,j+ 1

2
)

}

(3.5)

JJyi,j+1

2

=

(

vy

∂vy

∂y

)

i,j+ 1

2

=
1

∆

{

v2
y(i,j+ 1

2
) − v2

y(i,j)

}

(3.6)

Px =
∂p

∂x

=
1

∆

{

pi+1,j − pi,j

}

(3.7)

Py =
∂p

∂y

=
1

∆

{

pi,j+1 − pi,j

}

(3.8)

Ixxi+ 1

2
,j =

(

∂2vx

∂x2

)

=
1

∆2

{

vx(i+ 3

2
,j) − 2vx(i+ 1

2
,j) + vx(i− 1

2
,j)

}

(3.9)

Iyyi+ 1

2
,j =

(

∂2vx

∂y2

)

=
1

∆2

{

vx(i+ 1

2
,j+1) − 2vx(i+ 1

2
,j) + vx(i+ 1

2
,j−1)

}

(3.10)

Jxxi,j+1

2

=

(

∂2vy

∂x2

)

=
1

∆2

{

vy(i+1,j+ 1

2
) − 2vy(i,j+ 1

2
) + vy(i−1,j+ 1

2
)

}

(3.11)

Jyyi,j+1

2

=

(

∂2vy

∂y2

)

=
1

∆2

{

vy(i,j+ 3

2
) − 2vy(i,j+ 1

2
) + vy(i,j− 1

2
)

}

(3.12)
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こ こ で は 、 簡 単の た め 空間 の 刻み幅を ∆ = ∆x = ∆y と した 。 時間 の 刻み幅を ∆t と す

る 。 定義 さ れ て い ない 点で の 速度は

vx(i+ 1

2
,j+ 1

2
) =

1

2

{

vx(i+ 1

2
,j+1) + vx(i+ 1

2
,j)

}

(3.13)

vy(i+ 1

2
,j+ 1

2
) =

1

2

{

vy(i+1,j+ 1

2
) + vy(i,j+ 1

2
)

}

(3.14)

vx(i,j) =
1

2

{

vx(i+ 1

2
,j) + vx(i− 1

2
,j)

}

(3.15)

vy(i,j) =
1

2

{

vy(i,j+ 1

2
) + vy(i,j− 1

2
)

}

(3.16)

の よ う に 、 各定義 点と の 平均か ら 求 め る こ と が で き る 。 以 上の 式を 用い て 、 次の 時間 の 速

度は 、

vn+1
x(i+ 1

2
,j)

= vn
x(i+ 1

2
,j) − ∆t(IIx + JIy) − Px∆t + ν∆t(Ixx + Iyy) (3.17)

vn+1
y(i,j+ 1

2
)
= vn

y(i,j+ 1

2
) − ∆t(IJx + JJy) − Py∆t + ν∆t(Jxx + Jyy) (3.18)

よ り 算出す る こ と が で き る 。 プ ロ グラ ム 上で は 、 (3.13)～ (3.16) 式を 予め 求 め 、 別の 配列

に 格 納して お く と 便利で あ る 。 ま た 、 次の 時間 の 速度を 求 め る 際も 、 (3.3)～ (3.12)式を そ

れ ぞ れ 変数に 格 納し、 最後に (3.17), (3.18) 式を 用い れ ば 、 プ ロ グラ ム を 見や す く 書く こ

と が で き る 。

3.2.2 圧 力方程式の 差分化

次に 圧 力方程式の 差分化を 行う 。 こ こ で も 中心差分法を 用い て 差分化を 行っ て い く 。

∇
2p = −

(

∂2v2
x

∂x2
+ 2

∂2vxvy

∂x∂y
+

∂2v2
y

∂y2

)

+ ν∇
2D −

∂

∂t
D (3.19)

前小節と 同様に 、 最初に 各項を 差分化す る

∇
2p =

1

∆2

{

pi+1,j + pi−1,j − 4pi,j + pi,j+1 + pi,j−1

}

(3.20)

Vxxi,j =

(

∂2v2
x

∂x2

)

i,j

=
1

∆2

{

v2
x(i+1,j) − 2v2

x(i,j) + v2
x(i−1,j)

}

(3.21)

Vyyi,j =

(

∂2v2
y

∂y2

)

i,j

=
1

∆2

{

v2
y(i,j+1) − 2v2

y(i,j) + v2
y(i,j−1)

}

(3.22)
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Vxyi,j =

(

2
∂2vxvy

∂x∂y

)

i,j

=
2

∆2

{

vx(i+ 1

2
,j+ 1

2
)vy(i+ 1

2
,j+ 1

2
) − vx(i+ 1

2
,j− 1

2
)vy(i+ 1

2
,j− 1

2
)

− vx(i− 1

2
,j+ 1

2
)vy(i− 1

2
,j+ 1

2
) + vx(i− 1

2
,j− 1

2
)vy(i− 1

2
,j− 1

2
)

}

(3.23)

Di,j =

(

∂

∂t
D

)

i,j

=
1

∆

{

vx(i+ 1

2
,j) − vx(i− 1

2
,j) + vy(i,j+ 1

2
) − vy(i,j− 1

2
)

}

(3.24)

Dxxi,j =

(

∂2D

∂x2

)

i,j

=
1

∆2

{

Di+1,j − 2Di,j + Di−1,j

}

(3.25)

Dyyi,j =

(

∂2D

∂y2

)

i,j

=
1

∆2

{

Di,j+1 − 2Di,j + Di,j−1

}

(3.26)

と なる 。 2階微分の 項は 分母が ∆2 に なっ て い る 。 上式を 用い て ま と め る と

pi+1,j + pi−1,j − 4pi,j + pi,j+1 + pi,j−1

= −∆2(Vxx + 2Vxy + Vyy) +
∆2

∆t
Di,j + ν(Dxx + Dyy) (3.27)

と なる 。 こ の 式は 前小節の 用に 単純な代数学的な式に す る こ と が で き ず 、 (i× j)元の 連立

方程式の 形に なっ て い る 。 こ う なる と 単純な代入操作だ け で は 、 こ の 方程式を 解く こ と は

で き ない 。 詳細は 後述す る が 、 解析的な手法で は なく 、 数値的なスキー ム に よ っ て こ の 方

程式を 解く こ と に す る 。

3.3 境界条件

3.3.1 速度の 境界条件

次に 境界上に お け る 速度の 振る 舞い を 設定す る 。 境界条件に は 大き く 分け て 固着 (no-

slip) 条件と 自由す べ り (free-slip) 条件が あ る 。 今考え て い る 流体に は 粘性が 存在す る こ

と か ら 、 壁面で の 振る 舞い は 固着条件を 採用す べ き で あ る が 、 簡 単の た め に こ こ で は 自由

す べ り 条件を 採用す る こ と に す る 。

流体は 壁面を 通過しない こ と か ら 、 壁面上の 速度は つ ね に 0 に 設定す る 。 境界上の 格 子

点 (Fig.2 に お け る 灰色部分の 格 子点) の 設定は 、 自由す べ り か 固着か に よ っ て 異 なっ て く

る 。 自由す べ り の 場合は 、 境界上の 格 子点の 速度を 以 下の よ う に 設定す れ ば よ い 。
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• 水平方向

vx(1,j) = 0 vx(imx,j) = 0

vx(0,j) = −vx(2,j) vx(imx+1,j) = −vx(imx−1,j)

vy(0,j) = vy(1,j) vy(imx,j) = vy(imx−1,j)

• 垂直方向

vy(i,1) = 0 vy(i,jmx) = 0

vx(i,0) = vx(i,1) vx(i,jmx) = vx(i,jmx−1)

vy(i,0) = −vy(i,2) vy(i,jmx+1) = −vy(i,jmx−1)

3.3.2 圧 力の 境界条件

圧 力と 速度の 境界条件は 終始一 貫 して なけ れ ば なら ない 。 なぜ なら 、 圧 力方程式の 数値

決定に 、 境界上の 速度が 必要と なっ て く る か ら で あ る 。 自由す べ り 条件の 場合、 圧 力の 設

定は 速度対して 変わ ら ない 。

• 水平方向

p0,j = p1,j pimx,j = pimx−1,j

• 垂直方向

pi,0 = pi,1 pi,jmx = pi,jmx−1

圧 力の 格 子点は 壁面上に は 存在しない の で 、 上記 の 設定で 足り る 。

3.4 ガウ ス・ ザイ デル 法

次に (3.27) 式を 解く こ と を 考え る 。 左辺に 注目し、 右 辺は ま と め て bi,j と お く と

pi+1,j + pi−1,j − 4pi,j + pi,j+1 + pi,j−1 = bi,j (3.28)

と 書け る 。 こ の と き 、 左辺を 上手く pi,j = pimx·i+j の よ う な規 則を 設け る こ と で 、 pi,j を

2次元配列か ら 1次元配列へ と 書き 換 え る こ と が で き る 。 す る と 以 下の よ う に 行列の 形で

(3.27) 式を 書く こ と が で き る 。

AQ = B (3.29)

こ こ で 、 Q は pi,j を 任意 の 規 則を 用い て 変換 し、 括 り 出した 1次元行列で あ る 。 B は 同

様の 規 則を 用い て 1 次元行列に 変換 した bi,j で あ る 。 A は pi,j を 括 り 出した と き に 残る

定数の 2次元行列で あ る 。 た だ し、 A の 形は 自明で は ない 。 こ こ で は 、 厳密解を 導出す る

の で は なく 、 なん ら か の 適当な近似解を 見つ け る こ と を 考え る 。 今 k 番目の 近似解を Qk

と 書く こ と に す る 。 行列 A を 形式的に 以 下の よ う に 分解す る 。

A = D + N (3.30)



3.4 ガウ ス・ ザイ デル 法 11

こ こ で 、 D は 行列 A の 対角要素で あ り 、 N は そ の 残り で あ る 。 こ れ を 用い る と 以 下の よ

う に 書け る 。

DQk+1 = −NQk + B (3.31)

D は 対角行列で あ る の で 、 こ の 方程式は 解く こ と が で き る [5]。 Qk+1 = Qk の と き 、 元の

方程式を 満た して い る こ と が 分か る 。 プ ロ グラ ム 上で は 、 収束判定と して |Qk+1 −Qk| を

計算し、 そ の 値が 設定した 値よ り も 小さ か っ た ら 、 収束した も の と す る 。

3.4.1 連立方程式の 解法

以 上の 議 論を 踏ま え て 、 圧 力方程式を 解く 前に 、 簡 単な連立方程式を 解く こ と を 考え る 。


















5x0 − 4x1 − 2x2 + x3 = 5

2x0 + 3x1 + x2 + 2x3 = 21

−2x0 + 2x1 + 8x2 + x3 = 16

4x0 + x1 − 3x2 + 5x3 = 18

(3.32)

(3.31) 式を こ の 場合に 当て は め る と

xk+1
i =

1

aii

(

bi −

i−1
∑

j=0

aijx
k+1
j −

n−1
∑

j=i+1

aijx
k
j

)

(3.33)

に よ る 反復計算を 行え ば よ い 。 こ の ま ま だ と 少しわ か り ず ら い の で 、 プ ロ グラ ム で 表記 す

る と� �
for(;;){

err = 0.0;

for(i=0;i<N;i++){

sum = b[i];

for(j=0;j<N;j++)

sum -= a[i][j]*x[j];

sum /= a[i][i];

x[i] += sum;

err += fabs(sum);

}

printf("%e %e %e %e\n",x[0],x[1],x[2],x[3]);

if(err < 1.0E-6) break;

}

� �
こ の プ ロ グラ ム で は |xk+1 − xk| < 10−6 の と き 、 収束した と 判定して い る 。 上記 の プ ロ
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グラ ム を 実行す れ ば 、

x0 = 4.000e+00 (3.34)

x1 = 3.000e+00 (3.35)

x2 = 2.000e+00 (3.36)

x3 = 1.000e+00 (3.37)

へ と 値が 収束して い く 様子が 分か る 。

3.4.2 圧 力方程式の 解法

圧 力方程式を 解く 場合は 、 (3.28) 式を

pi,j =
1

4

{

pi+1,j + pi−1,j + pi,j+1 + pi,j−1 − bi,j

}

(3.38)

の よ う に 変形し、 ガウ ス・ ザイ デル 法に か け れ ば よ い 。 プ ロ グラ ム 上で は� �
for(;;)

{

err = 0.0;

for(i=1;i<=imx-1;i++)

{

for(j=1;j<=jmx-1;j++)

{

sum = p[i][j];

p[i][j] = (p[i][j-1]+p[i][j+1]+p[i+1][j]+p[i-1][j]

-b[i][j])/4.0;

}

err += fabs(sum);

}

if(err < 1.0E-6) break;

}

� �
の よ う に す れ ば い い 。 ル ー プ 回数が そ れ ぞ れ 1～ imx-1,1～ jmx-1 なの は 、 圧 力の 格 子点

が シミ ュ レ ー ショ ン 領域 内に あ る 範囲 を 反復計算す る 必要が あ る か ら で あ る 。

3.5 シミ ュ レ ー ショ ン の 流れ

最後に 全体の シミ ュ レ ー ショ ン の 流れ を 示す 。 境界条件の 設定は 、 圧 力・ 速度の 各計算

過程に お い て 行っ て い る 。 初期 化で は 全変数の 初期 化と 初期 値の 設定を 行う 。
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初期化

終了

圧力計算  (圧力方程式 )

速度計算  (Navier-Stokes方程式)

 
データ出力

Fig.3： 計算の 流れ
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第 4章

数値実験

設計した シミ ュ レ ー タを 用い て 、 興味あ る 現象を シミ ュ レ ー ショ ン して みる 。 ま た 、 設

計した シミ ュ レ ー タの 有効性と 妥当性も 同時に 検証す る 。

4.1 キャ ビ ティ 問題

Vx = U

Fluid

moving wall

Fig.4： モ デル 図

Fig.4 の よ う に 四方を 壁で 囲 ま れ て い る よ う な系を 考え る 。 そ の 上辺の 壁の 1 つ が 一 定

速度で 動く よ う な場合、 内部の 流体が ど の よ う な振る 舞い を す る の か を シミ ュ レ ー ショ ン

す る 。 こ れ は キャ ビ ティ 問題 [4] と して 知ら れ て お り 、 実験と シミ ュ レ ー ショ ン を 含 め 数

多く の 事例が 報告さ れ て い る 。 ま た 、 キャ ビ ティ 内部に 生じ る 流れ は 、 層流で あ る と 考え

ら れ て い る 。 そ の た め 乱流モ デル を 含 ま ない シミ ュ レ ー タで 、 シミ ュ レ ー ショ ン を 行え る

こ と が 期 待で き る わ け で あ る 。

4.2 シミ ュ レ ー ショ ン パ ラ メ ー タ

次に シミ ュ レ ー ショ ン パ ラ メ ー タを 示す 。 境界条件は 、 自由す べ り (free-slip)条件を 全

方位 に 採用す る 。 た だ し、 上辺の 壁は x方向に 一 定速度で 動い て い る も の と す る 。
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Tab.1： シミ ュ レ ー ショ ン パ ラ メ ー タ

キャ ビ ティ 辺長 0.25 (m)

上辺壁の 速度 0.404 × 10−3 (m/s)

動粘性率 1.0 × 10−3

時間 刻み幅 1.0 × 10−4 (s)

セル 数 (x × y) 25 × 25

レ イ ノ ル ズ数 100
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4.3 シミ ュ レ ー ショ ン 結果-1

100 ∆t 400 ∆t

200 ∆t 500 ∆t

300 ∆t 600 ∆t

Fig.5： 各時間 に お け る 速度ベ クトル 場



4.4 シミ ュ レ ー ショ ン 結果-2 17

4.4 シミ ュ レ ー ショ ン 結果-2

1000 ∆t 10000 ∆t

2000 ∆t 100000 ∆t

5000 ∆t 200000 ∆t

Fig.6： 各時間 に お け る 速度ベ クトル 場



4.5 考察・ 検証 18

4.5 考察・ 検証

各時間 ご と に 見て い く と 、 最初は 穏や か だ っ た キャ ビ ティ 内が 上辺壁の 運 動に よ り 、

徐々 に 撹 拌さ れ て い く 様子が 分か る 。 1000∆t付近で は 渦 (循還 流) が 発生して い る の が 見

て 取れ る 。 さ ら に 時間 が 経過す る と 、 発生した 循還 流が キャ ビ ティ 内中央へ と 移 動して い

る の が 分か る (200000∆t)。 こ れ に 対応す る 実験が 行わ れ て お り 、 似た よ う な挙動を 示す

こ と が 報告さ れ て い る [6]。

4.6 拡張

最後に 今回設計した シミ ュ レ ー タの 拡張を 述べ て 終わ る 。 本稿で は 流体シミ ュ レ ー ショ

ン へ の 入門と い う こ と で 、 理論的・ スキー ム 的に 簡 単なも の だ け を 導入し、 数値解析全体

の 流れ を 把握 で き る よ う 配慮して き た 。 今ま で の 議 論を 踏ま え れ ば 、 こ れ ま で は 複雑に 思

え た スキー ム や 概念も 比較 的容易 に 学習す る こ と が 期 待で き る 。 以 下に 改善点を 挙げ る 。

• 中心差分法の 代わ り に 風上差分法を 導入す る 。

• ガウ ス・ ザイ デル 法の 代わ り に SOR法を 導入す る 。

• 自由す べ り 条件の 代わ り に 固着条件を 採用す る 。

• MAC法か ら SMAC法へ の 拡張

• そ の 他の スキー ム へ の 拡張・ 導入

• 2次元か ら 3次元へ の 次元拡張

等が 挙げ ら れ る 。 今回、 差分法は 中心差分法を 用い た が 、 中心差分法で は 物理的に 理解し

が た い 数値振動が 起 こ る こ と が 知ら れ て い る た め 、 流体シミ ュ レ ー ショ ン で は 風上差分法

を 用い る こ と が 一 般的と なっ て い る 。 ガウ ス・ ザイ デル 法は 圧 力方程式を 解く と き に 使用

した スキー ム で あ る が 、 一 般に 収束速度が 遅い 。 ザイ デル 法を 改良し、 収束速度を 早め た

も の が SOR法で あ る 。 簡 単の た め に 、 境界条件で は 自由す べ り 条件を 採用した が 、 固着

条件の 方が よ り 現実に 近い 。 固着条件を 採用す る こ と で 、 さ ら に 事実に 促した シミ ュ レ ー

ショ ン を 期 待す る こ と が で き る 。
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プ ロ グラ ム コー ド

コン パ イ ル ・ 実行方法

付録と して 今回設計・ 使用した プ ロ グラ ム コー ドを 載せ る 。 言語は C(ANSI 規 格 遵

守) で 書か れ て い る 。 解説は UNIX/Linux 環 境を 前提に 書か れ て い る が 、 Windows や

MacOS で も ANSI 規 格 の Cコン パ イ ラ が あ れ ば 動作す る 。

コン パ イ ル に は 以 下の コマ ン ドを 入力す る 。� �
gcc -o fluid fluid.c -lm -O2 -Wall

� �
実行は� �

time ./fluid

� �
#define で 定義 さ れ て い る パ ラ メ ー タを 変更す る こ と で 任意 の シミ ュ レ ー ショ ン を 行う

こ と が で き る が 、 設定した パ ラ メ ー タに よ っ て は 、 圧 力解法の 計算で 値が 収束せ ず 、 計算

が 止ま っ て しま う こ と が あ る 。 そ の 場合は 収束条件を 緩 め る か 、 他の パ ラ メ ー タを 変更す

る と 改善す る 場合が あ る 。

出力フ ァ イ ル

圧 力と 速度の デー タフ ァ イ ル が 設定した 各タイ ム ステップ ご と に 出力さ れ る 。 速度の 出

力フ ァ イ ル 名が 「 vxy*****.dat」、 圧 力が 「 pwr*****.dat」 と なっ て い る 。 *****に は 出

力時の タイ ム ステップ 数が 出力さ れ る 。 出力さ れ た デー タフ ァ イ ル を 可視化ソフ トで 処理

す れ ば 、 本稿の よ う な図を 得る こ と が で き る 。

フ ァ イ ル の 出力間 隔 を 変え る た め に は 、 プ ロ グラ ム コー ドの� �
#define STEP 100

� �
の 値を 変え れ ば よ い 。 設定した 値の 間 隔 で デー タフ ァ イ ル が 出力さ れ る よ う に なる 。


