
ロ ー レ ン ツ変換 の 導出

基 本原理

ア イ ン シュ タイ ン は 特殊相対性理論を 構築す る 際、 次の 2 つ の 要請を 基 本原理と して 認

め る こ と か ら 始め た 。

• す べ て の 慣 性系は 、 互い に 全く 同資格 で あ る 。

• ど の 慣 性系に お い て も 、 真空中を 伝わ る 光の 速さ は 光源の 速度と は 無関 係に 、 方向に

よ ら ず 一 定で あ る 。 (光速不変の 原理)

今、 F{x, y, z, t}系と F′{x′, y′, z′, t′}系の 2 つ の 座標系に つ い て 考え る (fig.1)。 簡 単の た め

t = t′ = 0 の 時 x = x′ = 0 と す る 。 F′系は F系に 対して 速度 v で 並進運 動を して い る 。 こ

の 時 F系と F′系の 間 に ど の よ う な関 係、 座標変換 式が あ る か を 求 め た い 。
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Fig.1.F 系と F′ 系

ロ ー レ ン ツ因 子

F′系の x′軸上の 点 P で あ る 事象が 起 こ っ た 。 そ の 位 置と 時刻は F系で は (x, 0, 0, t)、 F′

系で は (x′, 0, 0, t′) と 記 録さ れ る 。 F′系に お け る O′P の 長さ は x′ で あ る 。 こ れ を F系か ら

見た 場合、 F′系は vt の 位 置に い る か ら O′P の 長さ は x− vt で あ る 。 こ の と き x′ と x の 関

係を

x′ = γ(x − vt) (1)

と 書く 。 次に F系の 場合を 考え る 。 F系に お け る OP の 長さ は x で あ る 。 こ れ を F′系か ら

見た 場合、 F系は −vt の 位 置に い る か ら OP の 長さ は x + vt で あ る 。 同様に して 、 こ れ を

x = γ(x′ + vt′) (2)

と 書く 。 今、 F系と F′系の 関 係を 求 め た い の だ か ら 、 未知数で あ る γ が 求 ま れ ば よ い 。 γ

を 求 め る に は 、 光速不変の 原理を 適用す る 。 光速不変の 原理よ り

x = ct, x′ = ct′ (3)
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(1), (2)式に (3)式を 代入す る と

x′ = γ
(

x − v
x

c

)

= γx
(

1 −
v

c

)

(4)

x = γ
(

x′ + v
x′

c

)

= γx′

(

1 +
v

c

)

(5)

(4), (5)式の 両辺を 掛け 算す る 。

x′x = γ2x′x
(

1 −
v

c

)(

1 +
v

c

)

= γ2x′x
(

1 −
v2

c2

)

(6)

(6)式の 両辺を x′x で 割 れ ば

1 = γ2

(

1 −
v2

c2

)

= γ2

(

1 − β2

)

(7)

と なる 。 こ こ で β = v/c と 置い た 。 した が っ て (7)式よ り γ は

γ =
1

√

1 − β2

(

β =
v

c

)

(8)

と なる 。 (8)式を ロ ー レ ン ツ因 子と い う 。

ロ ー レ ン ツ変換

求 ま っ た ロ ー レ ン ツ因 子 γ を 用い て F系と F′系の 関 係を 求 め て い く 。 (8)式よ り (1), (2)

式は

x′ =
x − vt

√

1 − β2

= γx − γ
(v

c

)

ct = γx − γβct (9)

x =
x′ + v′t
√

1 − β2
(10)

次に (9), (10) よ り x′ を 消し、 t′ と t, x の 関 係式を 導出す る 。 (10) よ り

x′ = x
√

1 − β2 − vt′ (11)

(11)式に (9)式を 代入し、 整理す る と

t′

√

1 − β2 = t −
x

v
β2 (12)

した が っ て

t′ =
t − βx/c
√

1 − β2
= γt −

βγx

c
(13)

と なる 。 こ の 変換 を ロ ー レ ン ツ変換 と い う 。
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