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【13】ラグランジュの未定乗数法

1.

δS̃(x, y, z) =

∫ tb

ta

L(r⃗ + δr⃗,⃗̇r + δ⃗̇r, t) + λf(r⃗ + δr⃗)− (L(r⃗, ⃗̇r, t) + λf(r⃗))dt

=

∫ tb

ta

{L(r⃗ + δr⃗,⃗̇r + δ⃗̇r, t)− L(r⃗, ⃗̇r, t)}dt+ λ

∫ tb

ta

f(r⃗ + δr⃗)− f(r⃗)dt

= δS(x, y, z) + λδf (1)

ここで、f(x, y, z) = 0の条件のもとでは、δf = 0であり、δS̃(x, y, z) = δS(x, y, z)なので、互いに極値を

見つけるということになる。

また、１次近似まで考えると、

δS̃(x, y, z) =

∫ tb

ta

L(r⃗ + δr⃗,⃗̇r + δ⃗̇r, t) + λf(r⃗ + δr⃗)− (L(r⃗, ⃗̇r, t) + λf(r⃗))dt

=

∫ tb

ta

∂L

∂r⃗
δr⃗ +

∂L

∂ ˙⃗r
δ ˙⃗r + λ

∂f

∂r⃗
δr⃗dt

= [
∂L

∂ ˙⃗r
δr⃗]tbta +

∫ tb

ta

∂L

∂r⃗
δr⃗ − d

dt

∂L

∂ ˙⃗r
δr⃗ + λ

∂f

∂r⃗
δr⃗dt(δṙ =

d

dt
δr)(δr(ta) = δr(tb) = 0)

=

∫ tb

ta

{∂L
∂r⃗

− d

dt

∂L

∂ ˙⃗r
+ λ

∂f

∂r⃗
}δr⃗dt

δrは任意なので、その中身が 0でないといけない。

∂L

∂r⃗
− d

dt

∂L

∂ ˙⃗r
+ λ

∂f

∂r⃗
= 0

L′ = L+ λf とおくと、∂f

∂ ˙⃗r
= 0より、

∂L′

∂r⃗
− d

dt

∂L′

∂ ˙⃗r
= 0

2.
∂f

∂r⃗
= gradf, p⃗ =

∂L

∂ ˙⃗r
とすると、

d

dt
p⃗ =

∂L

∂r
+ λgradf

ここで、
∂L

∂r
拘束力以外の力なる。よって、λgradf が垂直抗力になることを示す。

物体は、f(x, y, z) = 0(= c)上を進行しているので、t ∈ (−ϵ, ϵ)での接ベクトルを置くと、

f( ⃗r(t))

dt
|t=0 = gradf |t=0 ·

d ⃗r(t)

dt
|t=0 = 0
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これは、gradf に接ベクトルが垂直であることを示している。このとき、接ベクトルは任意なので、接平面

に垂直である。よって、λgradf が垂直抗力であり、λは垂直抗力に比例する。

【14】束縛運動

1.

束縛条件は f(x, y) = x2 + (y − a)2 − a2 = 0である。

L′(x, y, ẋ, ẏ, λ) = T − V + λf =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy + λ{x2 + (y − a)2 − a2}

d

dt
(
∂L

∂ẋ
) =

d

dt
(mẋ) = mẍ,

∂L

∂x
= 2λx

mẍ = 2λx

d

dt
(
∂L

∂ẏ
) =

d

dt
(mẏ) = mÿ,

∂L

∂y
= −mg + 2λ(y − a)

mÿ = −mg + 2λ(y − a)

また、それぞれに対して、ẋ, ẏをかけて、和をとると、

d

dt
(
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)) =

d

dt
(−mgy + 2λ(x2 + (y − a)2))

ここで、(x2 + (y − a)2) = a2 なので、 d
dt (2λ(x

2 + (y − a)2)) = 0

d

dt
(
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +mgy) = 0

1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +mgy = E

エネルギーは保存される。

2.

それぞれに、x, (y − a)をかけて和をとることにより、

m(xẍ+ (y − a)ÿ) = −mg(y − a) + 2λ(x2 + (y − a)2) = −mg(y − a) + 2λa2

m(xẍ+ (y − a)ÿ) +mg(y − a) = 2λa2

左辺は

m(xẍ+ (y − a)ÿ) +mg(y − a) = m
d

dt
(xẋ+ (y − a)ẏ)−m(ẋ2 + ẏ2) +mg(y − a)

= m
d

dt
(xẋ+ (y − a)ẏ)− 2E +mg(3y − a)

拘束条件から xẋ+ (y − a)ẏ = 0

E =
1

2
mv20

λ =
mg(3y − a)−mv20

2a2

3.

垂直抗力は、λgradf という形で表される。
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y = 4
3aのとき、円塔から離れたので、垂直抗力が 0になる。

gradf =

(
2x

2(y − a)

)
̸= 0(y =

4

3
aなので、)

したがって、λ = 0となる必要がある。

v0 =
√

3ga

【15】ダランベールの原理とラグランジュ方程式

運動方程式は Fi − pi = 0これをつり合いの式とみて、ダランベールの式に代入すると、仮想変位を δri と

する。

∑
i

(Fi − pi)δ̇ri = 0

ここで、力を拘束力 fi とそれ以外の力 F
(a)
i とすると、なめらかな拘束力の条件のもとでは、∑

i

(Fi − pi)δ̇ri = 0

∑
i

(F
(a)
i − pi) · δr(r)i = 0

が成り立たなければならない。

1.

ri = ri(q, t)なので、仮想変位は、δr
(r)
i =

∑
j

∂ri
∂qj

δqj

vi = ṙi =
∑
j

∂ri
∂qj

dqj
dt

+
∂ri
∂t

∑
i

Fiδri =
∑
i

Fi

∑
j

(
∂ri
∂qj

δqj)

=
∑
j

(
∑
i

Fi
∂ri
∂qj

)δqj

=
∑
j

Qjδqj

2.

∑
i

ṗi · δri =
∑
i

mr̈i · δri =
∑
i

mr̈i ·
∑
j

∂ri
∂qj

δqj

=
∑
ij

mr̈i ·
∂ri
∂qj

δqj (2)

また、

∑
i

mr̈i ·
∂ri
∂qj

=
d

dt
(
∑
i

mivi ·
∂ri
∂qj

)−
∑
i

mivi
d

dt
(
∂ri
∂qj

) (3)
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ここで、r → vに変換すればよいので、

vi を qj で偏微分すると、
∂vi
∂q̇j

=
∂ri
∂qj

また、
∂vi
∂qj

=
∑
k

∂2ri
∂qj∂qk

q̇k +
∂2ri
∂qj∂t

また、
d

dt
(
∂ri
∂qj

) =
∑
k

∂2ri
∂qk∂qj

q̇k +
∂2ri
∂t∂qj

よって、
∂vi
∂qj

=
d

dt
(
∂ri
∂qj

)

以上から、

∑
i

mr̈i ·
∂ri
∂qj

=
d

dt
(
∑
i

mivi ·
∂vi
∂q̇j

)−
∑
i

mivi
∂vi
∂qj

=
d

dt
{ ∂

∂q̇j
(
∑
i

1

2
miv

2
i )} −

∂

∂qj
(
∑
i

1

2
miv

2
i )

=
d

dt
{ ∂T
∂q̇j

} − ∂T

∂qj

(4)

ダランベールの式は

∑
j

[
d

dt
{ ∂T
∂q̇j

} − ∂T

∂qj
−Qj ]δqj = 0

d

dt
{ ∂T
∂q̇j

} − ∂T

∂qj
= Qj

3.

ここで、Fi = −∂iV とおくと

Qj =
∑
i

−∂iV · ∂ri
∂qj

= −∂V

∂qj

また、
∂V

∂q̇j
= 0 より、

d

dt
(
∂L

∂q̇j
)− ∂L

∂qj
= 0

【16】ハミルトン形式

(21)を逆にといて、q̇i = q̇i(q, p, t)

∂H(q, p, t)

∂pi
= q̇i +

∑
j

pj
∂q̇j
∂pi

−
∑
j

∂L(q, q̇, t)

∂q̇i

∂q̇j(q, p, t)

∂pi

= q̇i (5)
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∂H(q, p, t)

∂qi
=

∑
j

pj
∂q̇j(q, p, t)

∂qi
−
∑
j

∂L(q, q̇, t)

∂qj

∂qj
∂qi

−
∑
j

∂L(q, q̇, t)

∂q̇j

∂q̇j(q, p, t)

∂qi

=
∑
j

pj
∂q̇j(q, p, t)

∂qi
− ∂L(q, q̇, t)

∂qi
−
∑
j

∂L(q, q̇, t)

∂q̇j

∂q̇j(q, p, t)

∂qi

= −∂L(q, q̇, t)

∂qi
= − d

dt
pi = −ṗi

2.

I =

∫ t2

t1

{
∑
i

piq̇i −H(q, p, t)}dt

pi(t), qi(t)において、pi(t) + δpi(t), qi(t) + δqi(t)を考えると、

δpi(t1) = δpi(t2) = 0, δqi(t1) = δqi(t2) = 0

δI =

∫ t2

t1

{
∑
i

(pi + δpi)(q̇i + δq̇i)−H(q + δq, p+ δp, t)} − {
∑
i

piq̇i −H(q, p, t)}dt

=

∫ t2

t1

{
∑
i

piδq̇i + q̇iδpi −
∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi}dt

= [piδqi]
t=t2
t=t1 +

∫ t2

t1

{
∑
i

−ṗiδqi + q̇iδpi −
∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi}dt

(
d

dt
δqi = δq̇i, δpi(t1) = δpi(t2) = 0, δqi(t1) = δqi(t2) = 0より、)

=

∫ t2

t1

{
∑
i

(−ṗi −
∂H

∂qi
)δqi + (q̇iδpi −

∂H

∂pi
)δpi}dt (6)

δI = 0より、

ṗi +
∂H

∂qi
= 0, q̇iδpi −

∂H

∂pi
= 0

3.

v⃗ = ṙe⃗r + rθ̇e⃗θ + rφ sin θe⃗φ

L =
1

2
m(v⃗2)− V (r, θ, φ)

=
1

2
m(ṙ2 + (rθ̇)2 + (rφ sin θ)2)− V (r, θ, φ)

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇, pφ =

∂L

∂φ̇
= mr2 sin2 θφ̇

H = pr ṙ + pθ θ̇ + pφφ̇− L

= pr
pr
m

+ pθ
pθ
mr2

+ pφ
pφ

mr2 sin2 θ
− 1

2
m((

pr
m

)2 + r2(
pθ
mr2

)2 + r2 sin2 θ(
pφ

mr2 sin2 θ
)2) + V (r, θ, φ)

=
1

2m
(p2r +

p2θ
r2

+
p2φ

r2 sin2 θ
) + V (r, θ, φ)
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4.

ṙ =
∂H

∂pr
=

pr
m

, θ̇ =
∂H

∂pθ
=

pθ
mr2

, φ̇ =
∂H

∂pφ
=

pφ

mr2 sin2 θ

ṗr = −∂H

∂r
= − p2θ

mr3
+

p2φ

mr3 sin2 θ
− ∂V

∂r

ṗθ = −∂H

∂θ
=

p2φ

mr2 sin3 θ
cos θ − ∂V

∂θ

pφ = −∂H

∂φ
= −∂V

∂φ
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