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問い１

(a)

(左辺) =

∫ ∞

−∞
ϕ(x)δ(x)dx = ϕ(0)

(右辺) = lim
ϵ→0

1

π

∫ ∞

−∞
ϕ(x)

ϵ

x2 + ϵ2
= lim

ϵ→0

1

π

∫ ∞

−∞
ϕ(ϵy)

dy

y2 + 1
=

ϕ(0)

π

∫ ∞

−∞

dy

y2 + 1
= ϕ(0)

ここで、x = ϵyであり、
∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
= πを使った、

1.(b)

下半面で、解析的であると仮定する。∮
c

ϕ(z)

z + iϵ
dz = −

∫ ∞

−∞
dx

ϕ(x)

x+ iϵ
+

∫
C2

左辺は、z = −iϵで特異点を持つので、留数定理より、∮
c

ϕ(z)

z + iϵ
dz = 2πiϕ(−iϵ) → 2πiϕ(0) (ϵ → 0)

よって、

lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞
dx

ϕ(x)

x+ iϵ
= −2πiϕ(0)

また、右辺は、ドーナツ型の上半円を考えればよい、∮
c

ϕ(z)

z
dz =

∫
C1

+

∫
C2

+

∫
C3

内部では特異点がない、C1 は主値となり、C3 は、半径を無限大にすると零になる。C2 上では、z =

ϵeiθ (π → 0) ∫
C2

=

∫ 0

π

ϕ(ϵeiθ)

ϵeiθ
iϵeiθdθ =

∫ 0

π

ϕ(ϵeiθ)idθ → −πiϕ(0) (ϵ → 0)

よって、

P

∫ ∞

−∞

ϕ(x)

x
dx = −πiϕ(0)

また、

−iπ

∫ ∞

−∞
ϕ(x)δ(x)dx = −πiϕ(0)
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図 1:

以上まとめると、題意を満たす。

1.(c) ∫ ∞

−∞
ϕ(x)x

d

dx
δ(x)dx = [ϕ(x)xδ(x)]∞−∞ −

∫ ∞

−∞
(ϕ(x) + xϕ′(x))δ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
ϕ(x)δ(x)dx

1.(d) ∫ ∞

−∞
ϕ(x)

d

dx
θ(x)dx = [ϕ(x)

d

dx
θ(x)]∞−∞ −

∫ ∞

−∞
ϕ′(x)θ(x)dx = −

∫ ∞

−∞
ϕ′(x)θ(x)dx

−
∫ ∞

0

ϕ′(x)dx = −[ϕ(x)]∞0 = ϕ(x) =

∫ ∞

−∞
ϕ(x)δ(x)dx

2.(a).

(1)

F (k) =

∫ ∞

−∞
e−ax2

e−ikxdx =

∫ ∞

−∞
e−a(x+i k

2a )2− k2

4a dx = e−
k2

4a

√
π

a

(2)

F (k) =

∫ ∞

−∞

1

x2 + a2
e−ikxdx = −2πiRes[

1

x2 + a2
e−ikx, x = −ai] = −2πi lim

x→−ai
(x+ ai)

1

x2 + a2
e−ikx

F (k) =
π

a
eak
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(3)

Fm(k) =

∫ ∞

−∞

dm

dxm
δ(x)e−ikxdx = [

d(m− 1)

dx(m− 1)
δ(x)e−ikx]∞−∞ − 1

−ik
Fm−1(k) =

1

ik
Fm−1(k)

F0(k) = 1より、

Fm(k) =
1

(ik)m

2.(b)

2,(a).(3)より自明

3.(a)

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Pn(x)t
nPm(x)sm =

1√
1− 2xt+ t2

1√
1− 2xs+ s2

これに
∫ 1

−1
dxで積分すると、

∞∑
n=0

∞∑
m=0

tnsm
∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

∫ 1

−1

1√
1− 2xt+ t2

1√
1− 2xs+ s2

dx

ここで、 ∫ 1

−1

1√
1− 2xt+ t2

1√
1− 2xs+ s2

dx =
1

2
√
st

∫ 1

−1

1√
1+t2

2t − x

1√
1+s2

2s − x
dx

ここで、a =
1 + t2

2t
, b =

1 + s2

2s
として、

d

dx
In(

√
a− x+

√
b− x) =

1
2

−1√
a−x

+ 1
2

−1√
b−x√

a− x+
√
b− x

= −1

2

√
a− x+

√
b− x

√
a− x

√
b− x

1
√
a− x+

√
b− x

= − 1

2(
√
a− x

√
b− x)

(与式) = − 1√
st
[In(

√
a− x+

√
b− x)]1−1 =

1√
st
In

√
a+ 1 +

√
b+ 1√

a− 1 +
√
b− 1

=
1√
st
In

1 +
√
st

1−
√
st

ここで、テイラー展開を考える、

In(1 + x) = x+
1

2
x2 +

1

3
x3 + · · · , In(1− x) = −x− 1

2
x2 − 1

3
x3 + · · · , In

1 + x

1− x
= 2(x+

1

3
x3 + · · ·)

(与式) =
1√
st
2

∞∑
n=0

1

2n+ 1
(
√
st)2n+1 =

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sntn

∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

{
0(n ≤ m)
2

2n+1 (n = m)

3.(b)

g(x, y) =
1√

1− 2xy + y2
=

∞∑
n=0

Pn(x)y
n

yで微分して、

x− y

(1− 2xy + y2)

∞∑
n=0

Pn(x)y
n =

∞∑
n=1

nPn(x)y
n−1
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(x− y)
∞∑

n=0

Pn(x)y
n = (1− 2xy + y2)

∞∑
n=1

nPn(x)y
n−1

∞∑
n=0

(xPn(x)y
n − Pn(x)y

n+1) =

∞∑
n=1

(nPn(x)y
n−1 − 2nxPn(x)y

n + nPn(x)y
n+1)

yn で係数比較して、

xPn(x)− Pn−1(x) = (n+ 1)Pn+1(x)− 2nxPn(x) + (n− 1)Pn−1(x)

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0 · · · (1)

g(x, y) =
1√

1− 2xy + y2
=

∞∑
n=0

Pn(x)y
n

xで微分して、

y

1− 2xy + y2

∞∑
n=0

Pn(x)y
n =

∞∑
n=0

P ′
n(x)y

n

y

∞∑
n=0

Pn(x)y
n = (1− 2xy + y2)

∞∑
n=0

P ′
n(x)y

n

∞∑
n=0

Pn(x)y
n+1 =

∞∑
n=0

(P ′
n(x)y

n − 2xP ′
n(x)y

n+1 + P ′
n(x)y

n+2)

yn で係数比較して

Pn−1(x) = P ′
n(x)− 2xP ′

n−1(x) + P ′
n−2(x)

P ′
n+1(x)− 2xP ′

n(x) + P ′
n−1(x) = Pn(x) · · · (2)

(1)を微分して、

(n+ 1)P ′
n+1(x)− (2n+ 1)Pn(x)− (2n+ 1)xP ′

n(x) + nP ′
n−1(x) = 0

ここで、n× (2)を引くと、

P ′
n+1(x)− (2n+ 1)Pn(x)− (2n+ 1)xP ′

n(x) + 2nxP ′
n(x) = −nPn(x)

P ′
n+1(x)− xP ′

n(x) = (n+ 1)Pn(x) · · · (3)

P ′
n(x)− xP ′

n−1(x) = nPn−1(x) · · · (3)′

(3)− (2) xP ′
n(x)P

′
n−1(x) = nPn(x) · · · (4)

(3)′ − (4)x (1− x2)P ′
n(x) = nPn−1(x)− nxPn(x)
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