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問い１

(a)微分形式を用いると、

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy, dv =

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

より、

du ∧ dv = (
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy) ∧ (

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy)

=
∂u

∂x

∂v

∂x
dx ∧ dx+

∂u

∂x

∂v

∂y
dx ∧ dy +

∂u

∂y

∂v

∂x
dy ∧ dx+

∂u

∂y

∂v

∂y
dy ∧ dy

= (uxvy − uyvx)dx ∧ dy

du ∧ dv

dx ∧ dy
=

∣∣∣∣∣ ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣
(b)

w = z2 = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + i(2xy) よって、　 u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy

y = xの直線は、y = x = tとおいて、u = t2 − t2, v = 2t2,よって、u = 0(v > 0)の半直線になる。

x = 1の直線は、x = 1, y = tとおいて、u = 1− t2, v = 2t,よって u = 1− 1

4
v2 そのとき、交わる角度は、

∂u

∂v u=0,v=2
= (−1

2
v)v=2 = −1 よって、なす角度は 45°であり、元のなす角度も 45°であるので、角度保

存をする。

2.

w = eiθ とする、exp(
z

2
(w − 1

w
)) = eiz sin θ であり、両辺に

1

2π
e−inθ をかけて、

∫ π

−π

dθを積分すると、

(左辺) =

∫ π

−π

dθ
1

2π
e−inθ

m=∞∑
m=−∞

Jm(z)eimθ

=
m=∞∑
m=−∞

Jm(z)
1

2π

∫ π

−π

dθei(m−n)θ

=
m=∞∑
m=−∞

Jm(z)
1

2π
2πδmn = Jn(z)

(右辺) = 　
1

2π
　

∫ π

−π

dθ　 eiz sin θe−niθ

1



=
1

2π
　

∫ π

−π

dθ　 ei(z sin θ−nθ)

=
1

2π
　

∫ π

−π

dθ　 cos(z sin θ − nθ) + i sin(z sin θ − nθ))

=
1

2π
　

∫ π

−π

dθ　 cos(z sin θ − nθ) sin は奇関数

以上より、

Jn(z) =
1

2π
　

∫ π

−π

dθ　 cos(z sin θ − nθ)

(b).

exp[
z

2
(w − 1

w
)] = exp(

z

2
w) exp(− z

2w
)

=
∑
m

1

m!
(
z

2
w)m

∑
l

1

l!
(− z

2w
)l

=
∑
n,m

(−1)l

m!l!

zm+l

2m+l
wm−l

ここで、m− l = nとおくと、m = l + n,よって、−∞ ≤ n ≤ ∞, −∞ ≤ l ≤ ∞として、
∞∑

n=−∞
(

∞∑
l=−∞

(−1)l

(l + n)!l!

zn+2l

2n+2l
)wn ここで、l < 0のときは、(l + n)! = Γ(1 + l + n) = ∞より、入らない、l

を sにかえて、(Γ(1 + n+ s) = (n+ s)!として、)

Jn(z) =

∞∑
s=0

(−1)szn+2s

2n+2ss!Γ(1 + n+ s)

3.(a)

Γ(z) = lim
n→∞

n!

z(z + 1) · · · (z + n)
nz

= lim
n→∞

n(n− 1) · · · 1
(z + n)(z + n− 1) · · · (z + 1)

nz

z

= lim
n→∞

1

1 + z
n

× 1

1 + z
n−1

· · · 1

1 + z

nz

z

= lim
n→∞

(
n∏

k=1

1

1 + z
k

)
nz

z

ここで、

nz = ez logn = e(
∑n

k=1

1
k−(

∑n

k=1

1
k−logn))

Γ(z) = 　
1

z
lim

n→∞
e−(

∑n

k=1

1
k−logn)z(

n∏
k=1

1

1 + z
k

e
z
k )

=
1

z
e−γz

∞∏
k=1

1

1 + z
k

e
z
k (1)

Γ−1(z) = zeγ
∞∏
k=1

(1 +
z

k
)e−

z
k
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3.(b).

無限乗累の公式より、sinπz = πz
∞∏
k=1

(1− z2

k2
)

Γ(z + 1) = lim
n→∞

n!

(z + 1) · · · (z + n+ 1)
nz+1

= lim
n→∞

n!

z · · · (z + n)
nz+1 × n× z

z + n+ 1

= lim
n→∞

z

1 + z+1
n

n!

z · · · (z + n)
nz+1

= zΓ(z)

Γ−1(1− z) = −1

z
Γ−1(−z)

= −1

z
× (−z)e−γz

∞∏
k=1

(1− z

k
)e

z
k

= e−γz
∞∏
k=1

(1− z

k
)e

z
k

Γ−1(z)Γ−1(1− z) = z
∞∏
k=1

(1− z2

k2
) =

sinπz

π

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz

4.

ポイント

1.積分経路を鞍点を通るように変更する。

2.鞍点を見つけ、位相を最急降下曲線になるよなものに決定する。

鞍点法で重要なのは、積分経路の端点で、Re(eλf(z)) → 0であることが必要である。

そこで、ξ = Reiθ とおいて、exp(λf(z))の指数考えると、

λf(z) = ixξ + iξ3/3 = −xR sin θx− R3

3
sin 3θ + i(xR cos θ +

R3

3
cos θ)

よって、sin 3θ > 0 のとき、つまり、0 < θ < π
3 ,

2π
3 < θ < π, 4π

3 < θ < 5π
3 のとき、R → ∞ のとき、

Re(ixξ + iξ3/3) → −R3

3 sin 3θ → −∞ よって、eixξ+iξ3/3 → 0 となり、端点で０になることがわかる。

4.(a).(x > 0)のとき、

ξ =
√
xzとおくと、

Ai(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(ix(

√
xz +

1

3x
x
√
xz3))dz

=
1

2π

∫ ∞

−∞

√
x exp(ix

√
x(z +

1

3
z3))dz

=

√
x

2π

∫ ∞

−∞
exp(λf(z))dz (ただし、λ = x

√
x, f(z) = i(z +

1

3
z3)) (2)

次に鞍点を求める為に微分をする。f ′(z) = i(1 + z2) = 0, f”(z) = 2iz,よって、z = ±iなので、z = iを選

びそれが適する様に積分経路を変更する。
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その前に、位相を決めないといけないので、f(z)を z = iで展開する、z − i = reiθ として、

f(z) = f(i) +
f”(i)

2!
(z − i)2 + · · · = −2

3
− r2e2iθ

よって、積分のなかみについて考えると、eλf(z) = e−
2
3λexp(−λr2e2iθ)なので、θ = 0, π で r = 0で極大と

なる。

eλf(z) = e−
2
3λexp(−λr2)

最急降下曲線になる候補は Imf(z) = x(x
3

3 − y2 + 1)Const = Imf(i) = 0より, z = iをとおり、そこでの

位相が θ = 0, πのものは、y =
√

x3

3 + 1 以上より、積分経路が、y =
√

x3

3 + 1に変更できることを示す。

図のように、C0, C1,−C2(y =
√

x3

3 + 1), C3 を定めると、C0 : z = x, (x : −R → R), C1 : z = R + iy, (y :

0 → sqrtR
3

3 + 1), C2 : y =
√

x3

3 + 1, (x : −R → R), C3 : z = −R+ iy, (y : sqrtR
3

3 + 1 → 0)

経路内は、正則より、 √
x

2π
(

∫
C0

+

∫
C1

+

∫
−C2

+

∫
C3

) = 0

また、y =
√

x3

3 + 1 → ± x√
3

(x → ±∞) よって、R → ∞ において、 C1, C3 における経路では、

exp(λf(z)) → 0なので、寄与は０になる。

したがって、 √
x

2π

∫
y=

√
x3

3 +1

=

√
x

2π

∫ ∞

−∞
exp(λf(z))dz

よって、積分経路の変更ができた。

ここで、最急降下曲線では、殆ど、鞍点のまわりで、それ以外は積分に余り影響しないので、r = 0の近傍

の微小区間 −ϵ ≤ r ≤ ϵのみが寄与する。また、dz
dr = eiθ = 1 (積分経路を考えて,,,θ = 0)であり、

Ai(z) =

√
x

2π

∫ ϵ

−ϵ

dr
dz

dr
exp(λf(z))

=

√
x

2π
　 e

−2λ
3

∫ ϵ

−ϵ

dre−λr2

=

√
x

2π
　 e

−2λ
3

1√
λ

∫ ϵ
√
λ

−ϵ
√
λ

dse−s2

→
√
x

2π
　 e

−2λ
3

1√
λ

√
π

=
1

2
√
π
x− 1

4 exp(−2

3
x

3
2 )

4.(b).(x < 0)のとき、

ξ =
√
−xzとおくと、

Ai(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(ix(

√
−xz +

1

3x
(−x)

√
−xz3))dz

=
1

2π

∫ ∞

−∞

√
x exp(i(−x

√
−x)(−z +

1

3
z3))dz

=

√
|x|
2π

∫ ∞

−∞
exp(λf(z))dz (ただし、λ = (−x

√
−x) = |x| 32 , f(z) = i(−z +

1

3
z3)) (3)
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次に鞍点を求める為に微分をする。f ′(z) = i(−1 + z2) = 0, f”(z) = 2iz,よって、z = ±1である。その前

に、位相を決めないといけないので、f(z)を z0 = ±で展開する、z − z0 = reiθ として、

f(z) = f(z0) +
f”(z0)

2!
(z − z0)

2 + · · · = ∓i
2

3
− r2e2iθ±iπ

2

よって、積分のなかみについて考えると、eλf(z) = e∓i 2
3λexp(2iθ± iπ2 )なので、θ = ±π

4 で r = 0で極大と

なる。

eλf(z) = e∓i 2
3λexp(−λr2)

最急降下曲線になる候補は Imf(z) = x(x
3

3 − y2 − 1) = Const = Imf(i) = ∓ 2
3 より, z = ±1をとおり、そ

こでの位相が θ = ±π
4 のものは、下のような図 C±　になる。以上より、積分経路が、C±に変更できるこ

とを示す。

図のように、C0, C1,−C2(−C+), C3,−C4(−C−), C5 を定めると、経路内は、正則より、√
|x|
2π

(

∫
C0

+

∫
C1

+

∫
−C2

+

∫
C3

+

∫
−C4

+

∫
C5

) = 0

また、よって、R → ∞, ϵ → 0 において、 C1, C3, C5 における経路では、exp(λf(z)) → 0なので、寄与は

０になる。

したがって、 √
|x|
2π

(

∫
C+

+

∫
C−

) =

√
x

2π

∫ ∞

−∞
exp(λf(z))dz

よって、積分経路の変更ができた。

つまり、

Ai(z) = I+ + I− =

√
|x|
2π

∫
C+

+

√
|x|
2π

∫
C−

となる。

ここで、最急降下曲線では、殆ど、鞍点のまわりで、それ以外は積分に余り影響しないので、r = 0の近

傍の微小区間 −ϵ ≤ r ≤ ϵのみが寄与する。また、dz
dr = eiθ = e±iπ

4 (積分経路を考えて,,,θ = ±π
4 )で

あり、

I+ =

√
|x|
2π

∫ ϵ

−ϵ

dr
dz

dr
exp(λf(z))

=

√
|x|
2π
　 ei(−

2λ
3 +π

4 )

∫ ϵ

−ϵ

dre−λr2

=
1

2
√
π
|x|− 1

4 exp(−i(
2

3
|x| 32 − π

4
))

I− =

√
|x|
2π

∫ ϵ

−ϵ

dr
dz

dr
exp(λf(z))

=

√
|x|
2π
　 ei(

2λ
3 −π

4 )

∫ ϵ

−ϵ

dre−λr2

=
1

2
√
π
|x|− 1

4 exp(i(
2

3
|x| 32 − π

4
))
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Ai(z) = I+ + I− =
1√
π
|x|− 1

4 cos(
2

3
|x| 32 − π

4
)) =

1√
π
|x|− 1

4 sin(
2

3
|x| 32 +

π

4
))

図 1:

5.

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

これに、それぞれ、cosnx, sinnxをかけて、−πから πまで積分すると、次の式が出てくる。

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

よって、f(x) = |x| (−π < x < π)

a0 =
1

π

∫ π

−π

|x|dx =
2

π
[
1

2
x2]π0 = π,

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cosnxdx =
2

π

∫ π

0

x cosnxdx

=
2

π
([
1

n
x sinnx]π0 − 1

n

∫ π

0

sinnxdx)

=
2

n2π
[cosnx]π0 =

2

n2π
((−1)n − 1) (4)

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx = 0 (奇関数なので、)

|x| = π +
∞∑

n=1

2

n2π
((−1)n − 1) cosnx = π − 4

π

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
cos(2n+ 1)x

ここで、x = 0とすると、

0 = π − 4

π

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
1
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∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=

π2

4

5.(b).

フーリエ余弦定理は、f(x) = cosx (0 < x < π)を偶関数として、(−π < x < π)と拡張したものを考

える。

cosx自体は、偶関数なので、そのまま拡張すればよい、

f(x)が偶関数のとき、

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

an cosnx (−π < x < π), an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnxdx

n ̸= 1のとき、

an =
1

π

∫ π

0

cos(1 + n)x+ cos(1− n)xdx =
1

π
(

1

n+ 1
[sin(1 + n)x]π0 +

1

1− n
[sin(1− n)x]π0 ) = 0

n = 1のとき、

a1 =
2

π

∫ π

0

cos2 xdx =
1

π

∫ π

0

cos 2x+ 1dx =
1

π
[
1

2
sin 2x+ x]π0 = 1

以上より、f(x) = cosx = cosx

フーリエ正弦定理は、f(x) = cosx (0 < x < π)を奇関数として、(−π < x < π)と拡張したものを

考える。

cosx自体は、偶関数なので、f(x) = − cosx (−π < x < 0)とすればよい、

f(x)が奇関数のとき、

f(x) =
∞∑

n=1

bn sinnx (−π < x < π), bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx

n ̸= 1のとき、

bn =
2

π

∫ π

0

sinnx cosxdx =
1

π

∫ π

0

sin(n+1)x+sin(n−1)xdx =
1

π
(

−1

n+ 1
[cos(1+n)x]π0+

−1

n− 1
[cos(n−1)x]π0 )

その中で、nが偶数のとき、

bn =
1

π
(

1

n+ 1
+

1

n− 1
) =

1

π

2n

n2 − 1

その中で、nが奇数のとき、

bn = − 1

π
(

1

n+ 1
+

1

n− 1
) = − 1

π

2n

n2 − 1

n = 1のとき、

b1 =
2

π

∫ π

0

sinx cosxdx =
1

π

∫ π

0

sin 2xdx =
1

2π
[− cos 2x]π0 = 0

f(x) = cosx =

∞∑
n=2

1

π

2n

n2 − 1
(−1)n sinnx
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