
地球惑星物理学基礎演習�　No.3

040348I 桑原將旗

平成 23 年 12 月 6 日

問い１

[ポイント]

本質的には、

∞∑
n=0

rn =
1

1− r
(収束半径は |r| < 1)

∞∑
n=0

cnz
n

を比較して、収束するかどうかを決めるということである。

(a)

lim
n→∞

|cn+1

cn
| = 1

r
なので、ある ϵ > 0に対して、あるN ∈ N が存在し、n ≥ N なら、||cn+1

cn
| − 1

r
| < ϵ

|z|
,

ここで、両辺に |z|を加えると、||cn+1z
n+1

cnzn
| − |z|

r
| < ϵとなる。

ここで、|z| < rのとき、|cn+1z
n+1

cnzn
| < |z|

r
+ ϵ ここで、0 < ϵ < 1− |z|

r とおくと、
|z|
r + ϵ = λ < 1と置

くことができる、|cn+1z
n+1

cnzn
| < λn+1

λn
,
|cnzn|
λn

<
|cn−1z

n−1|
λn−1

< · · · < |cNzN |
λN

= a(Const)

|cnzn| < aλn ,|λ| < 1より
∞∑

n=N

λn 収束するので、
∞∑

n=0

cnz
n は絶対収束する。

ここで、|z| > rのとき,同様にして、|cnzn| > 1となることが証明できる。
∞∑

n=0

cnz
nが収束すると仮定す

ると、 lim
n→∞

cnz
n = 0となる必要があり、矛盾、したがって発散する。

以上から、R = rとなる。

(b)

lim
n→∞

|cn|
1
n = l なので、ある ϵ > 0に対して、あるN ∈ N が存在し、n ≥ N なら、||cn|

1
n − l| < ϵ

|z|
,ここ

で、両辺に |z|を加えると、||cnzn|
1
n − l|z|| < ϵ

ここで、|z| < 1
l のとき、|cnzn|

1
n < l|z|+ ϵ ここで、0 < ϵ < 1− l|z|とおくと、l|z|+ ϵ = λ < 1と置く

ことができる、

|cnzn| < (l|z|+ ϵ)n < λn |λ| < 1より
∞∑

n=N

λn 収束するので、
∞∑

n=0

cnz
n は絶対収束する。
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ここで、|z| > 1
l のとき,同様にして、|cnzn| > 1となることが証明できる。

∞∑
n=0

cnz
nが収束すると仮定す

ると、 lim
n→∞

cnz
n = 0となる必要があり、矛盾、したがって発散する。

以上から、R = 1
l となる。

(c)

1.(a)より、

| cn
cn+1

| = |
(−1)n+1 1

n

(−1)n+2 1
n+1

| = |1 + 1

n
| → 1(n → ∞)

よって収束半径は、１

2

(a)

1

1 + x2
=

1

1− (−x2)
=

∞∑
n=0

(−x2)n

なので、収束条件は、| − x2| < 1つまり、|x| < 1よって収束半径は、1

∫ x

0

1

1 + x2
dx =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−x2)ndx

tan−1 x =
∞∑

n=0

∫ x

0

(−x2)ndx =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1

(b)

収束条件としては、

| (n+ 1)2zn+1

n2zn
| = (1 +

1

n
)2|z| → |z| < 1(n → ∞)

よって収束半径は |z| < 1
∞∑

n=0

n2zn =
∞∑

n=0

(n
2
n z)n =

1

1− n
2
n z

b)

収束条件としては、

| (n+ 1)!zn+1

n!zn
| = (n+ 1)|z| → ∞(n → ∞)

よって収束半径は |z| = 0

3.

w = f(z)と置く、原点を中心とする円を Cとする. 今 Z1 を C内の点とし、また w1 = f(z1)として、

I =
1

2πi

∫
C

zf ′(z)dz

f(z)− w1

とおくと、これは、C内で、z = z1において、1次の極を有するのみなので、Iは z = z1における留数に等

しい。（これは逆関数のが定義されているので、一対一対応から、f(z) = w1となる zは z = z1のみである

2



ことから保証される。）したがって、

I = lim
z→z1

z(z − z1)f
′(z)

f(z)− w1
= z1

ここで、 lim
z→z1

(z − z1)

f(z)− w1
× f ′(z) =

f ′(z)

f ′(z)
= 1はわかるだろう。

また、I において、

zf ′(z)

f(z)− w1
=

zf ′(z)

f(z)

1

1− w1

f(z)

=
zf ′(z)

f(z)
{1 + w1

f(z)
+

w2

f(z)2
+

w3

f(z)3
+ · · ·}

となり、これが一様収束性を用いて、項別積分をすれば、Iすなはち z1 が w1 のべき級数に展開される、

z =
∞∑

n=0

cnw
n

とすると、

cn =
1

2πi

∫
C

zf ′(z)dz

f(z)n+1

ここで、

d

dz

z

f(z)n
=

1

f(z)2
− nzf ′(z)

f(z)n+1

より

ncn =
1

2πi

∫
C

dz

f(z)n

これは、z = 0における、f(z)−n の留数である。したがって、

cn =
1

n!
[
dn−1

dzn−1
(

z

f(z)
)n]z=0

cn =
1

n!
[
dn−1

dzn−1
(

z

zeaz
)n]z=0 =

1

n!
[
dn−1

dzn−1
e−anz]z=0 =

1

n!
(−an)n−1[e−anz]z=0 =

1

n!
(−an)n−1

テイラー展開は

z =

∞∑
n=1

1

n!
(−an)n−1wn

収束条件は、|
1
n! (−an)n−1

1
(n+1)! (−a(n+ 1))n

| = 1

a(1 + 1
n )

n−1
→ 1

ae
(n → ∞) |z| < 1

ae

4(a)

f(z)のローラン展開は、

f(z) =
a−m

(z − a)m
+

a−m+1

(z − a)m−1
+ · · ·+ a−1

(z − a)
+

∞∑
n=0

(z − a)nan

数学的帰納法でこれを示す。

dk

dzk
(z − a)mf(z) = a−m+k + · · ·+ (m− 1)!

(m− 1− k)!
(z − a)m−1−ka−1 +

∞∑
n=0

(n+m)!

(n+m− k)!
(z − a)n+m−kan
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(i)K = 1のとき、

(z − a)mf(z) = a−m + (z − a)a−m+1 + · · ·+ (z − a)m−1a−1 +

∞∑
n=0

(z − a)n+man

d

dz
(z − a)mf(z) = 0 + a−m+1 + · · ·+ (m− 1)(z − a)m−2a−1 +

∞∑
n=0

(n+m)(z − a)n+m−1an

これは満たす。

(ii)k(≥ 1)のとき成り立つとすると、

dk+1

dzk+1
=

d

dz
(
dk

dzk
(z−a)mf(z)) = a−m+k+1+· · ·+ (m− 1)!

(m− 1− k − 1)!
(z−a)m−1−k−1a−1+

∞∑
n=0

(n+m)!

(n+m− k − 1)!
(z−a)n+m−k−1an

となり、k+1のときもなりたつ。

ここで、
dm−1

dzm−1
(z − a)mf(z) = (m− 1)!a−1 +

∞∑
n=0

(n+m)!

(n+ 1)!
(z − a)n+1an

1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
(z − a)mf(z) = a−1 = Res[f, a]

(b)

z = eiθ とおくと、cos 2θ = 1
2 (e

i2θ + e−i2θ) = 1
2 (z

2 + z−2), cos 3θ = 1
2 (e

i3θ + e−i3θ) = 1
2 (z

3 + z−3)

dθ = 1
izdz

I =

∫ 2π

0

cos2 3θ

1− 2p cos 2θ + p2
dθ =

∮
C

{1
2 (z

3 + z−3)}2

1− 2p× 1
2 (z

2 + z−2) + p2
1

iz
dz

=
1

4i

∮
c

(z6 + 1)2

z7 − p(z9 + z5) + p2z7
dz = − 1

4i

∮
C

(z6 + 1)2

z5(pz4 − (1 + p2)z2 + p)
dz

= − 1

4i

∮
C

(z6 + 1)2

z5(
√
pz − 1)(

√
pz + 1)(z −√

p)(z +
√
p)

dz (1)

ここで、考えている Cの経路は単位円なので、極は z = 0,±√
pである。

Res[f,
√
p] = lim

z→√
p
(z −√

p)
(z6 + 1)2

z5(
√
pz − 1)(

√
pz + 1)(z −√

p)(z +
√
p)

=
(p3 + 1)2

2p3(p− 1)(p+ 1)

Res[f,−√
p] = lim

z→−√
p
(z +

√
p)

(z6 + 1)2

z5(
√
pz − 1)(

√
pz + 1)(z −√

p)(z +
√
p)

=
(p3 + 1)2

2p3(p− 1)(p+ 1)

ここで、z = 0でローラン展開すると、

(z6 + 1)2

z5(pz4 − (1 + p2)z2 + p)
=

1

z5
(
1

p
z8 + (

1

p2
+ 1)z6 + (

1

p3
+

1

p
+ p)z4 + · · ·)

よって、留数は

Res[f,−0] =
1

p3
+

1

p
+ p

したがって答えは、
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− 1

4i
× 2πi(2× (p3 + 1)2

2p3(p− 1)(p+ 1)
+

1

p3
+

1

p
+ p) =

1− p+ p2

1− p
π

5.

z > 0のとき
1

2πi
(1− e−2πiα)

∫ ∞

0

dξ

ξ−α(ξ − z)

ξが複素数のとき、ξ−α = e−α log ξ より、多価関数であり、そのブランチカットは原点から伸びる任意の半

直線である。

ただし、ξ = reiθ のとき、ξ−α = r−αe−iαθ となるようなリーマン面上とする。

ξ＝Z

C1

C3C2'

C2 Rε

図 1:

C1 は |ξ| = Rの一部、C2, C
′
2 はそれぞれ,ℑξ = −δ, δの直線の一部、C3 は |ξ| = δの一部とする。

δ → +0とすると、C1, C3 はそれぞれ半径 R, ϵの完全な円になるので、

∫
C

1

ξα(ξ − z)
dξ =

∫ 2π

0

iReiθ

Rαeiαθ(Reiθ − z)
dθ

−
∫ 2π

0

iϵeiθ

ϵαeiαθ(ϵeiθ − z)
dθ +

∫
C′

2

+

∫
C2

(2)

| iReiθ

Rαeiαθ(Reiθ − z)
| = | ieiθ

Rαeiαθ(eiθ − z
R )

| → 0(R → ∞)

| iϵeiθ

ϵαeiαθ(ϵeiθ − z)
| = | iϵ1−αeiθ

eiαθ(ϵeiθ − z)
| → 0(ϵ → 0)

C ′
2 上で、ξ = reiπ ,C2 上で ξ = re−iπ と置けるので、∫ 0

−∞

−dr

rαeiαπ(−r − z)
+

∫ ∞

0

−dr

rαe−iαπ(−r − z)

−r = xとすると

− e−iαπ

(−1)α

∫ ∞

0

1

xα(x− z)
dx+

eiαπ

(−1)α

∫ ∞

0

1

xα(x− z)
dx
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(−1)α = (eiπ)α なので、

eiπα − e−iπα

eiπα

∫ ∞

0

1

xα(x− z)
dx = (1− e−2πiα)

∫ ∞

0

1

xα(x− z)
dx

一方、留数定理より、

lim
R→∞

lim
ϵ→+0

∮
C

1

ξα(ξ − z)
dξ = 2πi{ lim

ξ→z
(ξ − z)

1

ξα(ξ − z)
} = 2πiz−α

よって解析接続ができた。

6.

F (z) = R(z)π cotπzとすると、F (z)の極は、R(z)の極、ηk と cotπzの極からなる。

cotπz極の求め方、tanπz = 0を考える。

tanπz =
sinπz

cosπz
=

eπiz − e−πiz

eπiz + e−πiz

e2πiz = 1,よって、z = n = 0,±1,±2, · · ·

z = nで R(z)は極を持たないので、(B)を利用。

Res(F (z), z = n) = lim
z→n

(z − n)F (z) = R(z)π
cosπz

(sinπz)′
|z=n = R(n)

原点を中心とする。半径 R ̸=整数の正方向の円周を C とすると、R → ∞では C 内部に F (z)のすべての

極が存在するから。

I =

∮
C

dzR(z)π cotπz = 2πi(
∑
k

Res(F (z), ηk) +
n=∞∑
n=−∞

R(n))

である。C 上では、z = Reiθ より、∫ 2π

0

RieiθR(Reiθ)π cot(πReiθ)dθ

ここで、

|e2iπz| = |e2iπ(R(cos θ+i sin θ))| = |e2πR cos θi · e−2πR sin θ| = e−2πR sin θ →R→∞

{
0 (sin θ > 0)

∞ (sin θ < 0)

したがって、sin θ ̸= 0とき、

| cotπz| = |e
2iπz + 1

e2iπz − 1
| → 1(R → ∞)

また、sin θ = 0とき、cotπz = ± cotπR = 有限である。また、（A）分子の次数　 ≤ 分母の次数-2である

ので、zR(z) → 0(z → ∞) したがって、R ·R(Reiθ) → 0(R → ∞)

|I| ≤ R

∫ 2π

0

dθ|R(z)|π| cotπz| → 0(R → ∞)

よって、
n=∞∑
n=−∞

R(n) = −
∑
k

Res(F (z), ηk)
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