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互換はそれぞれ偶関数と奇関数を入れ替えるので、

ϵijk = −ϵjik = (−1)2ϵikj = ϵikj

となりこれは成り立つ。逆に関して、

偶関数はそれぞれ、サイクリックに (1, 2, 3)(2, 3, 1)(3, 1, 2)と三つがあり、奇関数はそれぞれ、サイクリッ

クに (2, 1, 3)(1, 3, 2)(3, 2, 1)と三つがある。

上を利用して、

ϵ123 = −ϵ213 = ϵ132, ϵ231 = −ϵ321 = ϵ213, ϵ312 = −ϵ132 = ϵ321

それ以外は、たとえば i = j なので、上の式に入れると、

ϵiik = −ϵiik　より、ϵiik = 0

よってそれ以外も成り立つ。

(2)

ϵijkϵpqr = [(ei × ej) · ek][(ep × eq) · er]

=

∣∣∣∣∣∣∣
(ei)1 (ei)2 (ei)3

(ej)1 (ej)2 (ej)3

(ek)1 (ek)2 (ek)3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
(ep)1 (ep)2 (ep)3

(eq)1 (eq)2 (eq)3

(er)1 (er)2 (er)3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
(ei)1 (ei)2 (ei)3

(ej)1 (ej)2 (ej)3

(ek)1 (ek)2 (ek)3

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
(ep)1 (eq)1 (er)1

(ep)2 (eq)2 (er)2

(ep)3 (eq)3 (er)3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
ei · ep ei · eq ei · er
ej · ep ej · eq ej · er
ek · ep ek · eq ek · er

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir

δjp δjq δjr

δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣∣ (1)

よって、ϵijmϵklm のときは、

ϵijmϵklm =

∣∣∣∣∣∣∣
δik δil δim

δjk δjl δjm

δmk δml δmm

∣∣∣∣∣∣∣
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= δim

∣∣∣∣∣ δjk δjl

δmk δml

∣∣∣∣∣− δjm

∣∣∣∣∣ δik δil

δmk δml

∣∣∣∣∣+ δmm

∣∣∣∣∣ δik δil

δjk δjl

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ δjk δjl

δik δil

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ δik δil

δjk δjl

∣∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣∣ δik δil

δjk δjl

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ δik δil

δjk δjl

∣∣∣∣∣
= δikδjl − δilδjk (2)

↑の利用すると、k → j, jl → k,m→ l

ϵiklϵjkl = δijδkk − δikδkj = 3δij − δij = 2δij (3)

↑の利用すると、j → i

ϵijkϵijk = 2δii = 6 (4)

[2](1)

div(ϕA⃗) = ∂i(ϕAi) = ϕ∂iAi + ∂iϕ(Ai)

= ϕi∂iAi + (gradϕ)iAi = ϕdivA⃗+ gradϕ · A⃗ (5)

(2)

A⃗× B⃗ = C⃗ とすると、

div(A⃗× B⃗) = div(C⃗) = ∂iCi = ∂i(ϵijkAjBk)

= ϵijk∂i(AjBk) = ϵijk∂i(Aj)Bk + ϵijk∂i(Bk)Aj

= ϵkij∂i(Aj)Bk − ϵjik∂i(Bk)Aj = Bk(rotA⃗)k −Aj(rotB⃗)j

= B⃗ · rotA⃗− A⃗ · rotB⃗ (6)

(3)

(rotϕA⃗)i = ϵijk∂j(ϕAk) = ϵijk∂j(ϕ)Ak + ϵijkϕ∂j(Ak)

= ϵijk(gradϕ)jAk + ϕϵijk∂j(Ak) = ((gradϕ)× A⃗)i + ϕ(rotA⃗)i (7)

ガウスの定理、 ∫
V

divA⃗dV =

∫
S

A⃗ · dS⃗

(4)

A⃗ = ϕgradψとおくと

(1)を利用して、

div(ϕgradψ) = ϕdivgradψ + gradϕ · gradψ
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∫
V

(ϕdvi(gradψ) + gradϕ · gradψ)dV =

∫
S

ϕgradψ · dS⃗

(5)

証明する式をテンソル表示すると分かりやすい∫
V

∂lϕdV =

∫
S

ϕdSl

ここで、
∫
V

divA⃗dV =

∫
S

A⃗ · dS⃗ に Ai = ϕδil とおくと、

左辺 =

∫
V

∂iAidV =

∫
V

∂iϕδildV =

∫
V

∂lϕdV

右辺 =

∫
S

AidSi =

∫
S

ϕδildSi =

∫
S

ϕdSl∫
V

gradϕdV =

∫
S

ϕdS⃗

(6)

証明する式をテンソル表示すると分かりやすい∫
V

(rotA⃗)idV =

∫
S

(dS⃗ × A⃗)i∫
V

ϵijk∂jAkdV =

∫
S

ϵijkdSjAk

また、とある B⃗を
∫
V

divB⃗dV =

∫
S

B⃗ · dS⃗,
∫
V

∂jBjdV =

∫
S

BjdSj に代入して、つくるので、係数を比較

して、Bj = ϵijkAk

となるような、ものを代入すればよい。

(7)

証明する式をテンソル表示すると分かりやすい∫
S

(dS⃗ × gradϕ)i =

∫
C

ϕdri∫
S

ϵijkdSj(gradϕ)k =

∫
C

ϕdri∫
S

ϵijkdSj∂kϕ =

∫
C

ϕdri

ここで、
∫
S

rotA⃗ · dS⃗ =

∫
C

A⃗ · dr⃗,
∫
S

(rotA⃗)idSi =

∫
C

Aidri,

∫
S

ϵijk∂jAkdSi =

∫
C

Aidri にAi = ϕδilと

おくと、

左辺 =

∫
S

ϵijk∂jϕδkldSi =

∫
S

ϵijl∂jϕdSi =

∫
S

ϵlijdSi∂jϕ

右辺 =

∫
C

　ϕδildri =
∫
C

　ϕdrl

Ai = ϕδil の意味

A⃗ =

 ϕ

ϕ

ϕ　


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これを代入しているのと同じであるが、

問題なのは ϕそれ自体に添え字がなく、また Ai = Aj = Ak = ϕである。したがって、Ai, Aj , Ak それ自

体には同じ添え字を添えればいいので、Ai = ϕδil と全て、lに変換する作業をすればよい。

[3](1)

∂r⃗

∂qi
= hie⃗1

とするとき、
∂r⃗

∂qi
=
∂xj
∂qi

e⃗xj より

hie⃗i =
∂xj
∂qi

e⃗xj

e⃗i =
1

hi

∂xj
∂qi

e⃗xj

P = (pij) = (
1

hi

∂xj
∂qi

)とおくと、

e⃗i, e⃗xjはともに正規直交基底なので、その基底の変換はユニタリ行列になる。したがって e⃗xj = pij e⃗i =
1

hi

∂xj
∂qi

e⃗i

▽ = e⃗xj

∂

∂xj
=

1

hi
e⃗i(

∂xj
∂qi

∂

∂xj
) =

1

hi
e⃗i

∂

∂qi

▽ψ =
1

hi
e⃗i
∂ψ

∂qi

(2)

ガウスの公式は,

∫
V

divA⃗dV =

∫
S

A⃗ · dS⃗ であるので、微小体積を考えると、(六面体を考えている。)∫
V

divA⃗dV = divA⃗h1δq1h2δq2h3δq3 = divA⃗h1h2h3δq1δq2δq3

(q_1,q_2,q_3)

A

h3△q3 e3

h2△q2 e2
h1△q1 e1

図 1:

更に、六面体のそれぞれの面積分を考えると (ここで、書きづらいのでそれぞれの変化する位置座標のだ

けを表している。)
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∫
S

A⃗ · dS⃗ = A⃗(q1 + δq1) · e⃗1(h2(q1 + δq1)h3(q1 + δq1)δq2δq3)

−A⃗(q1) · e⃗1(h2(q1)h3(q1)δq2δq3)

+A⃗(q2 + δq2) · e⃗2(h3(q2 + δq2)h1(q2 + δq2)δq3δq1)

−A⃗(q2) · e⃗2(h3(q2)h1(q2)δq3δq1)

+A⃗(q3 + δq3) · e⃗3(h1(q3 + δq3)h2(q3 + δq3)δq1δq2)

−A⃗(q3) · e⃗3(h1(q3)h2(q3)δq1δq2)

= A1(q1 + δq1)(h2(q1 + δq1)h3(q1 + δq1)δq2δq3)

−A1(q1)(h2(q1)h3(q1)δq2δq3)

+A2(q2 + δq2)(h3(q2 + δq2)h1(q2 + δq2)δq3δq1)

−A2(q2)(h3(q2)h1(q2)δq3δq1)

+A3(q3 + δq3)(h1(q3 + δq3)h2(q3 + δq3)δq1δq2)

−A3(q3)(h1(q3)h2(q3)δq1δq2)

(8)

以上から

divA⃗ =
1

h1h2h3
(

A1(q1 + δq1)h2(q1 + δq1)h3(q1 + δq1)−A1(q1)h2(q1)h3(q1)

δq1

+
A2(q2 + δq2)h3(q2 + δq2)h1(q2 + δq2)−A2(q2)h3(q2)h1(q2)

δq2

+
A3(q3 + δq3)h1(q3 + δq3)h2(q3 + δq3)−A3(q3)h1(q3)h2(q3)

δq3
)

よって、δq1 → 0, δq2 → 0, δq3 → 0とおくと、

divA⃗ =
1

h1h2h3
(
∂(h2h3A1)

∂q1
+
∂(h3h1A2)

∂q2
+
∂(h1h2A3)

∂q3
) (9)

(3)

△ψ = divgradψ =
1

h1h2h3
(
∂(h2h3(gradψ)1)

∂q1
+
∂(h3h1(gradψ)2)

∂q2
+
∂(h1h2(gradψ)3)

∂q3
)

=
1

h1h2h3
(
∂

∂q1
(h2h3(

1

h1

∂ψ

∂q1
)) +

∂

∂q2
(h3h1(

1

h2

∂ψ

∂q2
)) +

∂

∂q3
(h1h2(

1

h3

∂ψ

∂q3
)))

=
1

h1h2h3
(
∂

∂q1
(
h2h3
h1

∂ψ

∂q1
) +

∂

∂q2
(
h3h1
h2

∂ψ

∂q2
) +

∂

∂q3
(
h1h2
h3

∂ψ

∂q3
))

(4)

ストークスの定理より、qi に垂直な微小面積を考えると、∫
S

(rotA⃗)idSi =

∫
C

Aidri

∫
S

(rotA⃗)idSi = (rotA⃗)ihjδqjhkδqk = (rotA⃗)ihjhkδqjδqk
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(rot A)i

A

B

C

D

e_j
e_k

図 2:

ここで、A(qi, qj , qk), B(qi, qj + δqj , qk), C(qi, qj + δqj , qk + δqk), D(qi, qj , qk + δqk)として、書きづらいの

でそれぞれの変位で表すと、

∫
C

Aidri = A⃗(qk) · hj(qk)δqj e⃗j

+A⃗(qj + δqj , qk + δqk) · hk(qj + δqj , qk + δqk)δqke⃗k

−A⃗(qk + δqk) · hj(qk + δqk)δqj e⃗j

−A⃗(qk + δqk) · hk(qk + δqk)δqke⃗k

= Aj(qk)hj(qk)δqj

+Ak(qj + δqj , qk + δqk)hk(qj + δqj , qk + δqk)δqk

−Aj(qk + δqk)hj(qk + δqk)δqj

−Ak(qk + δqk)hk(qk + δqk)δqk

= (Ak(qj + δqj , qk + δqk)hk(qj + δqj , qk + δqk)−Ak(qk + δqk)hk(qk + δqk))δqk

−(Ak(qk + δqk)hk(qk + δqk)−Aj(qk)hj(qk))δqj

よって、

(rotA⃗)i =
1

hjhk
(
Ak(qj + δqj , qk + δqk)hk(qj + δqj , qk + δqk)−Ak(qk + δqk)hk(qk + δqk)

δqj

−Ak(qk + δqk)hk(qk + δqk)−Aj(qk)hj(qk)

δqk
)

よって、δqj → 0, δqk → 0とおくと、

(rotA⃗)i =
1

hjhk
(
∂(hkAk)

∂qj
− ∂(hjAj)

∂qk
)

6


