
教科書 p.189より

例題 1 次の重積分を計算せよ。

(3)
∫∫

D

(x + y)2dxdy, D = {(x, y);x ≥ y, y ≥ 0, x ≤ 1}

【解答】

(3) とりあえず領域を図示するところから始めましょう。「積分領域を縦線集合で表す」とは、右図のように
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Dの領域を図示したときに、言葉通り「縦線」を一本入れて集合を考えることです。そうすると、右図
の縦線（赤色）の y 座標を xを用いて範囲を表すと

0 ≤ y ≤ x

なので、縦線に関して積分をする場合は∫ x

0

(x + y)2dy

となります。これで y についての積分は終わるので、あとは xについて積分をするだけです。
xの範囲は 0 ≤ x ≤ 1なので、上の y についての積分の結果を xについて積分すれば良いのです。以上をまとめると、教科書に
あるとおり∫∫

D

(x + y)2dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ x

0

(x + y)2dy

となります。ここで、
∫ 1

0

dxと書いてあるので、後ろの
∫ x

0

(x + y)2dy が xに関する積分の外にあるように見えますが、これは

表現の仕方の一種なので∫ 1

0

dx

∫ x

0

(x + y)2dy,

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dy(x + y)2,

∫ 1

0

{∫ x

0

(x + y)2dy

}
dx

はすべて同じ意味です。ここまで出来れば、計算自体は高校数学の積分と同じなので、問題を解きながら昔を思い出してみてく
ださい。
「縦線集合」があるなら当然「横線集合」もあります。
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上と同じように今度は右図の横線（緑色）の x座標を y を用いて表すと

y ≤ x ≤ 1

となり、y の範囲は 0 ≤ y ≤ 1なので∫∫
D

(x + y)2dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ 1

y

(x + y)2dx

です。（こちらのほうが計算は面倒）
このように重積分の計算方法は少なくとも「縦線」と「横線」の 2通りがあります。どちらで計算すれば良いかは、やってみる
までわかりません。自分の勘を信じてまずは計算してみましょう。

以上、先日の授業をまとめてみました。
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