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1. 布石

去年の続きということで ζ 函数*1を更に深く考察したいと思います。

1.1 余興

昨年度は ζ (2)を Eulerが発見した導出法で、2.にも多少触れられています。今年度はある函数を Fourier

展開する事により ζ (2) , ζ (4)を求めてみたいと思います。Fourier展開についてはここで説明すると長くなる

ので前提知識として進めます。Fourier展開は物理方面によく用いられます。まず、Fourier 展開する周期函

数を決めます。

少し天下りになりますが、

f (x) =
1

2
x2 (−π < x ≦ π)

なる周期 2π の函数 y = f (x)を決め、これを Fourier展開します。

f : evenより、

f (x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos kxdx

∗ mailto:whitby@u01.gate01.com
*1 ζ (s) = 1

1s
+ 1

2s
+ 1

3s
+ · · ·+ 1

ns
+ · · · (Re s > 1)
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とおきます。

ak =
1

π

∫ π

−π

f (x) cos kxdx

=
1

π

∫ π

0

x2 cos kxdx

=
1

π

(∣∣∣∣
sin kx

k
x2
∣∣∣∣
π

0

−
∫ π

0

2x
sin kx

k
dx

)

= − 1
π

∫ π

0

2x sin kx

k
dx

= − 1
π

(∣∣∣∣−
cos kx

k2
· 2x

∣∣∣∣
π

0

−
∫ π

0

(
−cos kx

k2
· 2
)
dx

)

= − 1
π

(

−(−1)
k

k2
· 2π −

∣∣∣∣−
sin kx

k3
· 2
∣∣∣∣
π

0

)

= − 1
π

(

−(−1)
k

k2
· 2π

)

=
2 · (−1)k
k2

よって

f (x) =
π2

6
+ 2

∞∑

k=1

(−1)k
k2

cos kx =
π2

2
(−π < x ≦ π)

ここに x = π を代入する。

π2

6
+ 2

∞∑

k=1

1

k2
=
π2

2

∞∑

k=1

1

k2
=
π2

6
= ζ (2)

このような ζ (2)の導出法もあります。 (◎ o◎)/˜˜

1.2 函数の用意

演習がてら、次の函数の Fourier展開をしてください。

問題 1 次の周期 2π の函数 y = f (x)を Fourier展開せよ。

f (x) =

{
π
4 (0 < x ≦ π)

−π
4 (−π < x ≦ 0)

答え

1.1と同様なので、解答のみ示す。これは 4.で使う。

f (x) =
∞∑

k=1

1− (−1)k
2k

sin kx

=

∞∑

k:odd

sin kx

k
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1.3 ζ (3)

今回は

2. 無限積

ζ 函数に関連している話題の中でもっとも有名なものの一つが ζ (2)です。いわゆる

ζ (2) =
1

12
+
1

22
+
1

32
+ · · ·+ 1

n2
+ · · · = π2

6

というものです。これは、無限積表示とマクローリン展開

sin z = z

∞∏

n=1

(
1− z2

n2π2

)

sin z = z − z
3

3!
+
z5

5!
− z

7

7!
+ · · ·

の係数比較で求まるというのですが、無限積はどうやって示すのでしょう。

証明は何通りか知られていて、cot z の表示方法を使った積分による証明があります。

cot z は z = nπ (n ∈ Z)で 1位の極を持ちます。よって留数 Re s
z=nπ

cot z は

lim
z→nπ

cot z (z − nπ)

= lim
z→nπ

z − nπ
sin (z − nπ)

sin (z − nπ)
sin z

cos z

= (−1)n · 1 · (−1)n = 1

となります。z = t ± Ri, z = R ± ti
(
R = nπ +

π

2
, t ∈ R

)
で囲まれた正方形を積分路 (C) として

f (z) =
cot z

z − ζ を積分します。(ζ は |z| < R内の任意の定点,ζ 函数ではありません)
特異点は z = nπ (n ∈ Z)なので留数定理より

∫

C

f (z) dz = 2πi

(

cot ζ +
∑

t=kπ

1

t− ζ

)

となります。よって

cot ζ =
1

2πi

∫

C

f (z) dz −
∑

t=kπ

1

t− ζ (☆)

∫

C

f (z) dz =

∫

C

cot z

z − ζ dz

=

∫

C

cot z

z
dz + ζ

∫

C

cot z

z (z − ζ)dz

と変形すると、右辺第 1項は 0なので、
∫

C

f (z) dz = ζ

∫

C

cot z

z (z − ζ)dz
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ここで

cot z =
cos z

sin z
=
eiz + e−iz

eiz − e−iz

という事実を使って、z = t±Ri, z = R ± tiについて絶対値を上から抑えて計算すると、

|cot z| < 2

よって

∣∣∣∣

∫

C

cot z

z (z − ζ)dz
∣∣∣∣ <

2

|R (R− ζ)|

∫

C

dz <
2 · 8R

R (R− |ζ|) −→
R(n)→∞

0

だから☆は

cot z = lim
k→∞

∑

t=kπ

1

z − t

=
1

z
+ 2z

∞∑

n=1

1

z2 − n2π2

となります。そこで、 ∫ π

0

(
cot z − 1

z

)
dz =

∫ π

0

(

2z
∞∑

n=1

1

z2 − n2π2

)

dz

と積分して、対数を外すと、

sin z = z

∞∏

n=1

(
1− z2

n2π2

)
(⋆)

となります。 (ˆoˆ)/˜˜

3. 準備

ここで、少し長くはなりますが、Γ函数の導入をして、函数等式との関連を考察したいと思います。Γ函数

は、メジャーな定義があるのですが、違った定義をしたいと思います。この函数は階乗の函数を全実数、また

も全複素平面に拡張したものです。

Γ (s) = (s− 1)!
Γ (s+ 1) = sΓ (s)

3.1 Weierstrassの公式

まずは s ∈ Nで Γ函数を定義したいと思います。

Γ (s+ n) = (s+ n− 1)!
= (s+ n− 1) (s+ n) (s+ n− 1) · · · (n+ 1)n (n− 1)!

= ns
(
1 +

s− 1
n

)(
1 +

s− 2
n

)
· · ·
(
1 +

1

n

)
· 1 · (n− 1)!
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よって

Γ (s+ n) ∼ ns (n− 1)!

Γ (s+ n− 1) ∼ ns (n− 1)!
s+ n− 1

Γ (s+ n− 2) ∼ ns (n− 1)!
(s+ n− 1) (s+ n− 2)

...

Γ (s) ∼
ns (n− 1)!

(s+ n− 1) · · · (s+ 1) s (n ∈ N) (�)

この Γ (s)を Γn (s)とする。この Γn (s)が n→∞で収束するかどうか調べる。

Γn+1 (s)

Γn (s)
=

(n+1)sn!
(s+n)···(s+1)s

ns(n−1)!
(s+n−1)···(s+1)s

=
(n+ 1)

s
n!

ns (n− 1)! ·
1

s+ n

=

(
n+ 1

n

)s
· n

s+ n

=

(
1 +

1

n

)s
·
(
1 +

s

n

)−1

=
(
1 +

s

n
+O1

)(
1− s

n
+O2

)

= 1 +O ∼ 1

より Γn (s)は収束する。

Γ (s+ 1) = sΓ (s) = lim
n→∞

s · ns (n− 1)!
(s+ n− 1) · · · (s+ 1) s

= lim
n→∞

ns (n− 1)!
(s+ n− 1) · · · (s+ 1)

= lim
n→∞

ns(
1 + s

n−1

)
· · ·
(
1 + s

1

)

log Γ (s+ 1) = lim
n→∞

{
logns −

(
log
(
1 +

s

1

)
+ log

(
1 +

s

2

)
+ · · ·+ log

(
1 +

s

n− 1

))}

= lim
n→∞

{
s logn−

(
log
(
1 +

s

1

)
+ log

(
1 +

s

2

)
+ · · ·+ log

(
1 +

s

n− 1

))}

= lim
n→∞

{

s log n−
n−1∑

k=1

log
(
1 +

s

k

)}

= lim
n→∞

{

s log n−
n−1∑

k=1

log

(
s

k
− s2

2k2
+
s3

3k3
− · · ·

)}

= lim
n→∞





s logn−

(
1 + 1

2 +
1
3 + · · ·+ 1

n−1

)
+ s2

2

(
1
12 +

1
22 + · · ·+ 1

(n−1)2

)

− s3

3

(
1
13 +

1
23 + · · ·+ 1

(n−1)3

)
− · · ·






= −γ*2s+ ζ (2)
2
s2 − ζ (3)

3
s3 + · · ·
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ここで、logn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n
− γ + C とすると、

ns = es logn = es(1+
1
2
+···+ 1

n
−γ+C)

∼ e−γs · es(1+ 1
2
+···+ 1

n )

sΓ (s) = lim
n→∞

ns

n−1∏

k=1

(
1 + s

k

)

より、

Γ (s) = lim
n→∞

s−1 · ns
n−1∏

k=1

(
1 +

s

k

)−1

= lim
n→∞

s−1 · e−γs · es(1+ 1
2
+···+ 1

n )
n−1∏

k=1

(
1 +

s

k

)−1

よって

1

Γ (s)
= lim

n→∞

s · eγs
n−1∏

k=1

(
1 +

s

k

)

= s · eγs
∞∏

k=1

((
1 +

s

k

)
e−

s

k

)

これがWierestrassの公式というものです。こうすることによって、sを全実数に拡張する事が出来ます。

3.2 倍積公式

Γ函数の倍積公式とは、

Γ
(s
2

)
Γ

(
s+ 1

2

)
= 21−s

√
πΓ (s)

�より

Γ
(s
2

)
Γ

(
s+ 1

2

)
= lim

n→∞

(
n
s

2 (n− 1)!
s
2

(
s
2 + 1

)
· · ·
(
s
2 + n− 1

) · n
s+1

2 (n− 1)!
s+1
2

(
s+1
2 + 1

)
· · ·
(
s+1
2 + n− 1

)

)

= lim
n→∞

22nns+
1
2 (n− 1)!2

s (s+ 1) · · · (s+ 2n− 1)

= lim
n→∞

22n−sn
1
2
(n− 1)!2
(2n− 1)!2

2n (2n)
s
(2n− 1)!

s (s+ 1) · · · (s+ 2n− 1)

= Γ (s) lim
n→∞

22n−sn
1
2
(n− 1)!2
(2n− 1)!

ここで s = 1とする。

Γ

(
1

2

)
Γ (1) = Γ (1) lim

n→∞

22n−sn
1
2
(n− 1)!2
(2n− 1)!

∴ 2
√
π = lim

n→∞

22n−sn
1
2
(n− 1)!2
(2n− 1)!

よって示された。 (ˆoˆ)/˜˜
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3.3 Γ (s) Γ (1− s)

定理 2

Γ (s) Γ (1− s) = π

sinπs

証明

3.1より、

1

Γ (s) Γ (1− s) =
1

−sΓ (s) Γ (−s)

= −1
s
lim
n→∞

s · (−s)
n−1∏

k=1

(
1− s2

k2

)

= s

∞∏

k=1

(
1− s2

k2

)

1.の⋆式の z を πz とおくと、

sinπz = πz

∞∏

n=1

(
1− z2

n2

)

よって
∞∏

k=1

(
1− s2

k2

)
=
sinπs

πs

だから

1

Γ (s) Γ (1− s) =
sinπs

π

Γ (s) Γ (1− s) = π

sinπs

(ˆoˆ)/˜˜

3.4 Γ函数再定義

3.1で定義した Γ函数が

Γ (s) =

∫
∞

0

ts−1e−tdt

であることを示そうと思います。いくつかの補題を示します。

補題 3

∫
∞

0

(
1− t

n

)n
ts−1dt = ns

n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)

r + s
=

n

n+ s
Γn (s)
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補題の証明

(1つ目の等号)

∫ n

0

(
1− t

n

)n
ts−1dt =

∫ n

0

(
n∑

r=0

(
n

r

)(
− t
n

)r)

ts−1dt

=

∫ n

0






n∑

r=0

(−1)r

(
n

r

)

nr
tr+s−1




 dt

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑

r=0

(−1)r

(
n

r

)

nr
· t

r+s

r + s

∣∣∣∣∣∣∣∣

n

0

=

n∑

r=0

(−1)r

(
n

r

)

nr
· n

r+s

r + s

= ns
n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)

r + s

(2つ目の等号)

(左辺) = f (s)、(右辺) = g (s)とおき、留数を比べる。

f (s)は 0,−1, · · · − nで 1位の極を取る。
z = −kにおける留数は

lim
z→−k

(z + k) f (z) = lim
z→−k

(z + k) ·
n∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)

r + z

= lim
z→−k

(z + k) ·
(−1)k

(
n

k

)

k + z

= (−1)k
(
n

k

)

g (z)も 0,−1, · · · − nで 1位の極を取る。
z = −kにおける留数は

lim
z→−k

(z + k) g (z) = lim
z→−k

(z + k)
n!

(z + n) · · · (z + k) · · · (z + 1) z

=
n!

−k (−k + 1) · · · (−1) · 1 · 2 · · · · (−k + n)

= (−1)k
(
n

k

)

よって、f (z) = g (z) (ˆoˆ)/˜˜

補題 4

Γ (s) =

∫
∞

0

ts−1e−tdt
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である。

補題の証明

まず、つぎの不等式を示す。

(Under Construction)

4. 函数等式

定理 5

ζ (1− s) = π−sζ (s) 21−s cos πs
2
Γ (s)

いくつかの補題を示す。

補題 6 0 < Re s < 1のとき

∫
∞

0

ys−1e−inydy = n−sΓ (s) e−
sπi

2

∫
∞

0

ys−1einydy = n−sΓ (s) e
sπi

2

補題の証明

①を証明する。 ∫
∞

0

ys−1e−nydy = n−sΓ (s) (◎)

f (z) = zs−1e−nz は図の C において、 ∫

C

f (z) dz = 0

また、 lim
r→0
R→∞

∫

C1

f (z) dz = 0, lim
r→0
R→∞

∫

C3

f (z) dz = 0より、

∫

C2

f (z) dz +

∫

C4

f (z) dz = 0

∫
∞

0

zs−1e−nzdz =

∫
∞i

0

zs−1e−nzdz

=

∫
∞

0

(iy)
s−1

e−nyiidy

= is
∫
∞

0

ys−1e−nyidy

よって◎より、

n−sΓ (s) = is
∫
∞

0

ys−1e−nyidy

= e
sπi

2

∫
∞

0

ys−1e−nyidy

これにて示された。
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∫
∞

0
ys−1einydy = n−sΓ (s) e

sπi

2 も同様に示せる。 (ˆ oˆ)/˜˜

よって 2式より、

∫
∞

0

ys−1einydy −
∫
∞

0

ys−1e−inydy = n−sΓ (s) e
sπi

2 − n−sΓ (s) e− sπi

2

2

∫
∞

0

ys−1 sinnydy = 2n−sΓ (s) sin
πs

2

両辺を n−1 倍し、奇数番の和だけ取ると、1.2より、

∫
∞

0

ys−1
∑

n:odd

sinny

n
dy = Γ (s) sin

πs

2

∑

n:odd

n−(s+1)

ここで次の補題を示す。

補題 7
∞∑

n=1

(−1)n−1 n−s =
(
1− 2−s+1

)
ζ(s)

補題の証明

ζ (s) =
∞∑

n=1

n−s =
∞∑

n=1

(2n)−s +
∞∑

n=0

(2n+ 1)−s

= 2−sζ (s) +

∞∑

n=0

(2n+ 1)
−s

よって
∞∑

n:odd

(2n+ 1)
−s
=
(
1− 2−s

)
ζ(s) (△)

△より、

1

1s
− 1

2s
+
1

3s
− · · · =

∞∑

n=1

(−1)n−1 n−s

=

∞∑

n=0

(2n+ 1)
−s −

∞∑

n=1

(2n)
−s

=
(
1− 2−s

)
ζ(s)− 2sζ (s)

=
(
1− 2−s+1

)
ζ(s)

これにて示された。 (ˆoˆ)/˜˜

△より、 ∫
∞

0

ys−1
∑

n:odd

sinny

n
dy = Γ(s) sin

πs

2

(
1− 2−(s+1)

)
ζ(s+ 1) (￥)

1.2より、

10



∫
∞

0

ys−1
∑

n:odd

sinny

n
dy =

π

4

∞∑

k=0

(−1)k
∫ (k+1)π

kπ

ys−1dy

=
π

4

(∫ π

0

ys−1dy +

∞∑

k=1

(−1)k
∫ (k+1)π

kπ

ys−1dy

)

=
πs+1

4s
+
π

4

(
∞∑

k=1

(−1)k
∣∣∣∣
ys

s

∣∣∣∣
(k+1)π

kπ

)

=
πs+1

4s
+
πs+1

4s

(
∞∑

k=1

(−1)k ((k + 1)s − ks)
)

=
πs+1

4s






1
− (2s − 1s)
+ (3s − 2s)
− (4s − 3s)

...






=
πs+1

4s
· 2 (1s − 2s + 3s − 4s + · · · )

=
πs+1

2s

∞∑

n=1

(−1)n−1 ns

=
πs+1

2s

(
1− 2s+1

)
ζ(−s) (＄)

￥,＄より、

Γ (s) sin
πs

2

(
1− 2−(s+1)

)
ζ(s+ 1) =

πs+1

2s

(
1− 2s+1

)
ζ(−s)

sに s− 1を代入して、

Γ (s− 1) cos πs
2

(
1− 2−s

)
ζ(s) =

πs

2 (s− 1) (1− 2
s) ζ(1− s)

ζ(1− s) = ζ(s)Γ (s)π−s2 cos πs
2

2 (2s − 1)
(1− 2−s)

= 21−sζ(s)Γ (s) cos
πs

2
π−s

(ˆoˆ)/˜˜

3.3より
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ζ(1− s) = 21−sζ(s)Γ (s) cos πs
2
π−s

= 21−sζ(s)Γ (s) sin
(s+ 1)π

2
π−s

= 21−sζ(s)Γ (s)
π
π

sin (s+1)π2

π−s

= 21−sζ(s)Γ (s)
π

Γ
(
s+1
2

)
Γ
(
1−s
2

)π−s

ここで 3.2より

ζ(1− s) = 21−sζ(s)π1−s 2
s−1Γ

(
s
2

)
π−

1
2

Γ
(
1−s
2

)

= ζ(s)π
1
2
−s

Γ
(
s
2

)

Γ
(
1−s
2

)

よって

Γ
(s
2

)
ζ(s)π−

s

2 = Γ

(
1− s
2

)
ζ(1− s)π− 1−s

2

これが函数等式である。

定理 8 左辺を Z (s)とすると
Z (s) = Z (1− s)

左辺と右辺が対象的な形で非常に美しい。これの発見により ζ 函数の世界はますます発展していった。

5. 5分休み

少し流れから外れてみます。

5.1 ζ (3)

5.2 ζ (奇数)

6. ζ (2n)

定理 9

ζ (2k) =
(−1)k+1 22k−1π2k

(2k)!
B2k

1.より

sin z = z

∞∏

k=1

(
1− z2

k2π2

)

これを x = − 1
2uiとおき、両辺を対数微分する。
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まず左辺から。

(log sinx)
′
=

(
log sin

(
−1
2
ui

))′

=
1

sin
(
− 1
2ui
) · cos

(
−1
2
ui

)
·
(
− i
2

)

=
e
u

2 + e−
u

2

e
u

2 − e−u

2

i

·
(
− i
2

)

=
1

2

(
eu + 1

eu − 1

)
=
1

2
+

1

eu − 1 (※)

右辺も。

(

log

(

x

∞∏

k=1

(
1− x2

k2π2

)))′
=

(

log x+ log
∞∑

k=1

(
1− x2

k2π2

))′

=

(

log

(
−1
2
ui

)
+ log

∞∑

k=1

(
1 +

u2

4k2π2

))′

= − 2
ui
·
(
− i
2

)
+

∞∑

k=1

2u

4k2π2 + u2

=
1

u
+

∞∑

k=1

2u

4k2π2 + u2
(＊)

※と＊は等しいので

1

2
+

1

eu − 1 =
1

u
+

∞∑

k=1

2u

4k2π2 + u2

これを用いる。Bernoulli数 Bn とは
x

ex − 1 =
∞∑

k=0

Bk
xk

k!
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で定義される数だったので、

∞∑

k=1

B2k
u2k

(2k)!
=

u

eu − 1 − 1 +
u

2

= u

(
1

u
− 1
2
+

∞∑

k=1

2u

4k2π2 + u2

)

− 1 + u
2

= 2

∞∑

k=1

u2

4k2π2 + u2

= 2

∞∑

k=1

u2

4k2π2
· 4k2π2

4k2π2 + u2

= 2

∞∑

k=1

u2

4k2π2
· 1

1 + u2

4k2π2

= 2

∞∑

k=1

u2

4k2π2

∞∑

n=1

(−1)n+1 ·
( u

2kπ

)2n−2

= 2

∞∑

n=1

∞∑

k=1

( u

2kπ

)2n
(−1)n+1

=
∞∑

n=1

(
ζ (2n) 2−2n+1π−2n (−1)n+1

)
u2n

uについて係数比較すると、

B2n

(2n)!
= ζ (2n) 2−2n+1π−2n (−1)n+1

よって示された。 (ˆoˆ)/˜˜

7. 素数定理・Riemann予想

ζ 函数の理論は素数の分布についての議論や今のところ未解決な Riemann予想に繋がっています。まだ理

解度不足なので定理だけここに記したいと思います。

定理 10 (素数定理)

π (x) ∼

∫
∞

0

dt

log t
∼

x

log x

但し π (x) = # {p|p:prime, p ≦ x}

予想 11 (Riemann予想)

臨界領域にある ζ (s) = 0なる sはすべて

s =
1

2
+ ti (t ∈ R)

の形をしている。

臨界領域とは、0 < Re s < 1の範囲内の点の集合である。また、ζ
(
1
2 + ti

)
なる実数 tが無限に存在する事

も知られている。しかし、そのほかには無いということはいまだに示されていない。
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