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1 イントロ

測定問題の一般化として、測定系と被測定系の時間発展を調べる。

現実の系は必ず測定系-被測定系の相互作用があるので、その様な系を考える。

2 測定被測定系の時間発展

以下では ℏ = 𝑐 = 1の自然単位系を用いる。被測定系 S と測定系 Aのヒルベルト空間をそれぞ

れ 𝐻𝑆 ,𝐻𝐴 とし、2つ合わせた系のヒルベルト空間を 𝐻𝑆+𝐴 = 𝐻𝑆 ⊗𝐻𝐴 とする。

S+Aは孤立系とする。

それぞれの系のハミルトニアンを 𝐻̂𝑆 , 𝐻̂𝐴、相互作用ハミルトニアンを 𝐻̂𝑖𝑛𝑡 とすると、全系のハ

ミルトニアン 𝐻̂𝑆+𝐴 は

𝐻̂𝑆+𝐴 = 𝐻̂𝑆 ⊗ 1̂ + 1̂⊗ 𝐻̂𝐴 + 𝐻̂𝑖𝑛𝑡

となる。

時刻 0 < 𝜏 < 𝜏 ′ に対し、次の過程を考える。

𝑡 = 0 測定値を持った状態 (測定直後の状態)

↓ Sと Aが相互作用して時間発展

𝑡 = 𝜏

↓ Sと Aが相互作用せず時間発展

𝑡 = 𝜏 ′

↓

Aに対して理想測定

t=0で系が単純積の状態

∣𝜓(0)⟩ = ∣𝜓𝑆⟩ ∣𝜓𝐴⟩ ∈ 𝐻𝑆+𝐴

ただし、∣𝜓𝑆⟩ ∈ 𝐻𝑆 , ∣𝜓𝐴⟩ ∈ 𝐻𝐴 とする。

一般のエンタングル状態からの発展への一般化は簡単。
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Sの測定したい物理量 Qの演算子 𝑄̂の固有状態で展開すると

∣𝜓𝑆⟩ =
∑
𝑞,𝑙

𝜓(𝑞, 𝑙) ∣𝜓𝑆(𝑞, 𝑙)⟩

(qは固有値のインデックス、lは縮退のインデックス)

実際に読み取る測定系 Aの物理量 Rの演算子 𝑅̂の固有状態で展開するが、最初の状態で測定系は

𝑟0 を測定した状態だとすると

∣𝜓𝐴⟩ =
∑
𝑚

𝜓𝐴(𝑟0,𝑚) ∣𝑟0,𝑚⟩

(rは固有値のインデックスで mは縮退のインデックス)

また、[𝑄̂, 𝑅̂] = [𝑄̂, 𝐻̂𝐴] = [𝐻̂𝑆 , 𝑅̂] = [𝐻̂𝑆 , 𝐻̂𝐴] = 0とする。

この時、S+Aを相互作用を許して時間発展させると

∣𝜓(𝜏)⟩ = 𝑒−𝑖𝐻̂𝑆+𝐴𝜏 ∣𝜓𝑆⟩ ∣𝜓𝐴⟩
=

∑
𝑞,𝑙

∑
𝑚

𝜓𝑆(𝑞, 𝑙)𝜓𝐴(𝑚)𝑒−𝑖𝐻̂𝑆+𝐴𝜏 ∣𝑞, 𝑙⟩ ∣𝑟0,𝑚⟩

ここで、

𝑒−𝑖𝐻̂𝑆+𝐴𝜏 ∣𝑞, 𝑙⟩ ∣𝑟0,𝑚⟩ =
∑
𝑞′,𝑙′

∑
𝑟′,𝑚′

𝑢𝑞
′,𝑙′,𝑟′,𝑚′

𝑞,𝑙,𝑟0,𝑚
∣𝑞′, 𝑙′⟩ ∣𝑟′,𝑚′⟩

と展開する。

展開係数は

𝑢𝑞
′,𝑙′,𝑟′,𝑚′

𝑞,𝑙,𝑟,𝑚 = ⟨𝑞, 𝑙∣ ⟨𝑟,𝑚∣ 𝑒−𝑖𝐻̂𝑆+𝐴𝜏 ∣𝑞′, 𝑙′⟩ ∣𝑟′,𝑚′⟩

で定まる。

この時

∣𝜓(𝜏)⟩ =
∑
𝑞,𝑙

[
𝜓𝑆(𝑞, 𝑙)

∑
𝑞′,𝑙′

(
∣𝑞′, 𝑙′⟩

∑
𝑚,𝑟′,𝑚′

𝜓𝐴(𝑟0,𝑚)𝑢𝑞
′,𝑙′,𝑟′,𝑚′

𝑞,𝑙,𝑟0,𝑚
∣𝑟′,𝑚′⟩

)]

この後、相互作用をなくし、自由に時間発展させると

∣𝜓(𝜏 ′)⟩ = 𝑒−𝑖(𝐻̂𝑆+𝐻̂𝐴)(𝜏 ′−𝜏)/ℏ ∣𝜓(𝜏)⟩

ここで、別の測定系 A’によって、Aの測定値を読みだす。

これは、理想測定と仮定して射影仮説を用いると、射影演算子

𝒫𝑅(𝑟) = 1̂⊗
∑
𝑚

∣𝑟,𝑚⟩ ⟨𝑟,𝑚∣

として、ある値 𝑟 を得る確率は

𝑃𝑅(𝑟) = ∥𝒫𝑅(𝑟) ∣𝜓(𝜏 ′)⟩ ∥2

= ∥𝒫𝑅(𝑟)𝑒
−𝑖(𝐻̂𝑆+𝐻̂𝐴)(𝜏 ′−𝜏) ∣𝜓(𝜏)⟩ ∥2
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また、rという値を測定した後の状態 (the post-measurement state)は

∣𝜓𝑟(𝜏
′)⟩ = 1√

𝑃𝑅(𝑟)
𝒫𝑅(𝑟) ∣𝜓(𝜏 ′)⟩

=
1√
𝑃𝑅(𝑟)

𝑒−𝑖(𝐻̂𝑆+𝐻̂𝐴)(𝜏 ′−𝜏) ∣𝜓(𝜏)⟩

となる。

測定後の密度演算子は

𝜌𝑟(𝜏
′) = Tr𝐴(∣𝜓𝑟(𝜏

′)⟩ ⟨𝜓𝑟(𝜏
′)∣)

となり、測定後の任意の物理量の期待値は

< 𝑋 >𝑟= ⟨𝜓𝑟(𝜏
′)∣𝑋∣𝜓𝑟(𝜏

′)⟩ = Tr[𝜌𝑟(𝜏
′)𝑋̂]

となり。

これにより、測定系-被測定系の測定後の Rの測定値が rであった時の系の状態が完全に分かる。

これから、被測定系の知りたい物理量 Qの値を推定できる。

3 疑問点とか

まぁ、言っていることはそんな突拍子もない事を言っているわけじゃなくて、知りたい物理量を

直接することはできなくて、測定系-被測定系の測定系で物理量を測定することで被測定系の物理

量を推定する事しかできない。

しかし、良く考えてみると現実の測定はもっと複雑で

被測定系-測定系-測定系-・・・

と延々と続いている。

このどこで理想測定を行うかという任意性の問題がある。

しかし、実の被測定系-測定系の合成系を含んでいればどこで理想測定を行ったとしても理論の予

想する結論が変わらないということが示される。

それはまた次の話・・・
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