
章末問題の解答。問題は教科書に書いているので省略。教科書持ってない人はお友達にみせてもらうか購入

するかしましょうね。

7 多次元の確率分布

1. 先に (ii)を示す。V (X) = E(X − E(X))2，さらに期待値の加法性より、

V (aX + bY ) = E( (aX + bY ) − E(aX + bY ) )2

= E( (aX + bY ) − E(aX) − E(bY ) )2

= E( (aX − E(aX)) + (bY − E(bY ) )2

= E( (aX − E(aX))2 + E(bY − E(bY ))2 + (aX − E(aX))(bY − E(bY )) )
= E(aX − E(aX))2 + E(bY − E(bY ))2 + E(aX − E(aX))(bY − E(bY ))
= a2V (X) + b2V (Y ) + 2abCov(X, Y )

さらに、この式に a = 1，b = 1を代入すると、(i)が得られる。（証明終了）

2. (i)

E(Rp) = E( xR1 + (1 − x)R2 )
= xE(R1) + (1 − x)E(R2)
= xe1 + (1 − x)e2

= (e1 − e2)x + e2

V (Rp) = V (xR1 + (1 − x)R2 )

= x2V (R1) + (1 − x)2V (R2) + 2x(1 − x)Cov(R1, R2)
= (σ 2

1 + σ 2
2 − 2ρσ1σ2)x2 − 2(σ 2

2 − ρσ1σ2)x + σ 2
2

(ii) (i)で求めた V (Rp)の式の両辺をを xで微分して、イコール０とすると、

d

dx
V (Rp) = 2(σ 2

1 + σ 2
2 − 2ρσ1σ2)x − (σ 2

2 − ρσ1σ2) = 0

(xの係数) = 0のとき、ρ = 1，σ1 = σ2 より、定数項も０になり、xの値によらず成立。

(このとき、V (Rp) = σ 2
2 )

(xの係数) ̸= 0のとき (このとき |ρ| ≤ 1より、必ず（xの係数）> 0)、

x =
σ 2

2 − ρσ1σ2

σ 2
1 + σ 2

2 − 2ρσ1σ2

ここで x < 0とすると、分散 σ1, σ2 ̸= 0*1として、

x =
σ 2

2 − ρσ1σ2

σ 2
1 + σ 2

2 − 2ρσ1σ2
< 0

から、
σ2

σ1
< ρ

*1 現実の話、分散が 0とかありえないし。
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同様に x > 1とすれば、
σ1

σ2
< ρ

が得られる。

以上から、V (Rp)は、

• σ2
σ1

≤ ρのとき、最小値 σ 2
2 (x=0)

• σ1
σ2

≤ ρのとき、最小値 σ 2
1 (x=1)

• それ以外の時、最小値

σ 2
1 σ 2

2 (1 − ρ2)
σ 2

1 + σ 2
2 − 2ρσ1σ2

　 (x =
σ 2

2 − ρσ1σ2

σ 2
1 + σ 2

2 − 2ρσ1σ2
)

(iii) (i)の式に代入して計算。文明の利器、電卓を活用すると、

E(Rp) = 0.143x + 0.055

V (Rp) = 0.14x2 + 0.20x + 0.36

3. 授業でやってるので省略。答えは講義資料に詳しく (？)載ってます。

4.（a）方法 (I)

　分散 σ2 の天秤で重さ mA，mB をダイレクトに量るので、この方法での測定誤差の分散はやは

り σ2。

（b）方法 (II)

　測定された重さの和を X、差を Zとする。このとき、X+Z
2 、X−Z

2 が、mA，mB の重さだと推

定される。　ここで、問題１の結果より、

V (
X ± Z

2
) =

1
4
V (X) + V (Z) =

1
2
σ2(X，Z は無相関)

　よって、測定誤差の分散は 1
2σ2

　　　したがって、IIの方がすぐれた方法である。

2



5.

Cov(U, V ) = E(UV ) − E(U)E(V )
= E(acXY + adX + bcY + bd) − E(aX + b)E(cY + d)
= acE(XY ) + adE(X) + bcE(Y ) + bd − ac(XY ) − adE(X) − bcE(Y ) − bd

= ac(E(XY ) − E(X)E(Y ))
= acCov(X, Y )

また，　　

V (U) = E( (aX + b) − E(aX + b) )2

= E(aX + b − aE(X) − b)2

= aE(X − E(X))2

= a2V (X)
同様に　　

V (V ) = c2V (Y )
したがって

ρUV =
Cov(U, V )

√
V (U)√V (V )

=
acCov(X, Y )

ac
√

V (X)√V (Y )

=
Cov(X, Y )

√
V (X)√V (Y )

= ρXY　　（証明終了）

6. まず (ii)を解く。

(ii)Xと cX+Yの相関係数が ρになるから、

ρ =
Cov(X, cX + Y )

D(X)D(Y )
=

E{X(cX + Y )} − E(X)E(cX + Y )√
σ2

X

√
c2σ2

X + σ2
Y

ここで、X,Yは N(0,1)にしたがうので、E(X) = E(Y ) = 0、σX = σY (= E(X2)) = 1。また、X,Y

は独立なので、E(XY ) = E(X)E(Y ) = 0。したがって、

ρ =
c√

c2 + 1

これをを解くと、　　　　　　　　　　　 c = ± ρ√
1−ρ2

±は無くても良いので、答えは、
c =

ρ√
1 − ρ2

(i)これに ρ = 0.5を入れて、答えは　 c = 1√
3

(iii)(ii)より U ′ = X, V ′ = ρ√
1−ρ2

X + Y なら、U’、V’の相関係数は ρ。X、Yが N(0,1)にしたがう

とき、ρkX,lY = ρX,Y なので (k，lは 0でない実数)、上の U’,V’に適当な定数をかけて分散の値を調

節すると、
U = σU ′ = σX,　 V = σ・

√
1 − ρ2・V = σ(ρX +

√
1 − ρ2Y )

3



7. パスです。やり方は下と同じ。

8.
F (u) = P (X1 ≤ u)P (X2 ≤ u) · · ·P (Xn ≤ u), f(u) = F ′(u)

F (v) = P (v ≤ X1)P (v ≤ X2) · · ·P (v ≤ Xn), f(v) = F ′(v)

よって、

(i)
F (u) = un,　 f(u) = nun−1,　 F (v) = (1 − v)n,　 f(u) = n(1 − v)n−1

(ii)

F (u) = (1 − e−λu)n,　 f(u) = nλe−λu(1 − e−λu)n−1,　 F (v) = (e−λu)n,　 f(u) = nλ(e−λu)n

(iii)自明すぎる気がするのでパス。

9. パス

8 大数の法則と中心極限定理

8.1 同時確率分布と周辺確率分布

1. nが大きいので、X1 + X2 + · · · + Xn は近似的に正規分布に従う。

すなわち、N(280, 168)に従う。(X−1 + X2 + · · · + Xn の期待値・分散はそれぞれ 700× 0.4=280、

700× 0.4× (1-0.4)=168)

よって、

（左辺）= P (
L − 280√

168
≤ z ≤ U − 280√

168
= 0.95)　（z は標準化変数）

したがって、

Q(
U − 280√

168
) = Q(−L − 280√

168
) = 0.025

であれば条件を満たす。

正規分布表から、0.025 = Q(1.960)

よって、
U − 280√

168
= −L − 280√

168
= 1.960

から、
L = 254.6、U = 305.4

2. (ii)はパス

(i)　
E(Sn) = 1× np + (−1)× nq = n(2p − 1)

V (Sn) = n{E(X2
i ) − (E(Xi))2} = 4np(1 − p) = 4npq

　　 さらに、中心極限定理から、Sn はN(n(2p-1),4npq)にしたがう。
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3. 各 Xi が二項分布 Bi(1,0.28)に従う。よって、X1 + X2 + · · · + X450 は中心極限定理から

N(450× 0.28,450× 0.28× (1-0.28))= N(126,90.72)に従う。

よって、3割バッターになる確率は、

P (X1 + X2 + · · · + X450 ≥ 450× 0.3 = 135) = P

(
z ≥ 135 − 126√

90.72
≃ 0.94

)
≃ 0.74

また、X1 + X2 + · · · + Xn は N(0.28n,0.28× 0.72× n)=N(0.28n,0.2016n)に従う。

打数 nとすると、確率 0.2で 3割バッターになるには、

P (X1 + X2 + · · · + Xn ≥ 0.3n) = P (z ≥ 0.3n − 0.28n√
0.2016n

) ≥ 0.2 ≃ Q(0.84)

よって、 0.3n−0.28n√
0.2016n

< 0.84から、n < 355.622 · · · 　よって、n < 355

9 標本分布

1. 順に、　母平均の代用品としての役割。標本分散の期待値が母分散になる。

2. がんばって計算しましょう。結果は、X̄ = 1.21,　 s2 = 1.10× 10−3

(
ただし、s2 =

∑
(Xi − X̄)2

5

)
3. パス。巻末の解答によると、s2 の方が S2 よりも σ2 に近くなるらしい。

4. ∑
(Xi − X)2 =

∑
(Xi − µ) − (X − µ)

2

=
∑

(Xi − µ)2 − 2(Xµ)
∑

(X − µ) + n(X − µ)2

=
∑

(Xi − µ)2 − n(Xµ)2

よって、

E(s2) =
1

n − 1
E
(∑

(Xi − X̄)2
)
　

=
1

n − 1

E

∑
(

Xi − X̄)2

− nE(X − µ)2

　
=

1
n − 1

{
nσ2 − n

σ2

n

}
= σ2　

5. 関数電卓で計算するのが得策です。（eの 9.7乗とかでてくるので手計算は無謀かもしれない。）一応計

算式だけ示しておきます。

(i) 　 nλ1 = (表の、各県の交通事故死亡者数)として、

9∑
0

enλ1(nλ1)x

x!

5



標本 X s2

171.0,167.3,170.6 169.63 4.12

171.0,167.3,178.7 172.33 33.82

171.0,167.3,162.3 166.87 19.06

171.0,170.6,178.7 173.47 20.85

171.0,170.6,162.3 167.97 24.12

171.0,178.7,162.3 170.67 67.32

167.3,170.6,178.7 172.20 34.41

167.3,170.6,162.3 166.73 17.45

167.3,178.7,162.3 169.43 70.65

170.6,178.7,162.3 170.53 67.24

(ii)　 nλ2 = (表の、各県の交通事故死傷者数)/365として、

4∑
0

enλ2(nλ2)x

x!

答えは巻末にのってるのでそれを見てね。*2

6. 少々計算が面倒ですが頑張りましょう。

(i)
171.0 + 167.3 + 170.6 + 178.7 + 162.3

5
= 169.98

(ii)　上図参照。

(iii)　 E(X) = 169.98, V (X) = 4.81, 5−3
5−1

σ2

3 = 4.79　よって、概ね一致する。

　　（多少値が違うのは誤差の範囲内だと思い込みましょう。）

7. 乱数表でランダムに決めた位置から 4ケタの数の並びを、重複生起を飛ばしながら順次取り出し、

１０００を超える数は除く。５０００の時も同様。*3

10 正規分布からの標本

1. 物体の測定値 Xは N(100,0.1)に従う。

よって、10回分の測定値の平均 X は N(100,0.1/10)すなわちN(0,0.01)に従う。

また、Y = |X − µ|とおくと、Y は N(0,0.01)に従うから、

P (|Y | > 0.3) = P (|Z| >
0.3√
0.01

) = P (|Z| > 3) = 2P (Z > 3) = 2× 0.0013499 ≃ 0.0027

*2 いわゆる手抜きですが、教育的配慮だということも可能らしい
*3 巻末の解答丸写し。
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(ただし、Zは（この場合は Y の）標準化変数とする。以下同じ)

2. 同様に、Y = |X − µ|とおくと、Y は N(0,0.1/n)に従うから、

P (|Y | < 0.1) = P (|Z| >
0.1√
0.1/n

) = P (|Z| > 0.1
√

10n) = 1 − 2P (Z ≥ 0.1
√

10n) ≥ 0.9

よって、　 P (Z ≥ 0.1
√

10n) ≤ 0.05。

また P (Z ≥ 0.1
√

10n) = Q(0.1
√

10n)より、

Q(0.1
√

10n) ≤ 0.05

0.1
√

10n ≥ 1.645(正規分布表より)
n ≥ 27.06025

nは整数なので、答えは、n ≥ 28

3. (i)

P (3 ≤ X ≤ 6) = P

(
3 − 4√

15
≤ Z ≤ 6 − 4√

15

)
= P

(
−
√

2
3
≤ Z ≤ 2

√
2
3

)

= Q

(
−
√

2
3

)
− Q

(
2

√
2
3

)
≃ 1 − Q(0.817) − Q(1.633)
≃ 0.742

(ii) χ2 分布を使います。

P (s2 ≥ a) = P

(
(n − 1)

s2

σ2
≥ a

n − 1
σ2

)
= P

(
χ2 ≥ 9

15
a

)
≥ 0.01

（ただし、χ2はχ2(9)に従う確率変数）

　 　したがって、 3
5a = χ2

0.05(9)。また、χ2
0.05(9) = 16.9190なので（巻末の表より）、

a =
5
3
× 16.9190 ≃ 28.20

4. t分布を使います。

P

(
X − 3

s
> a

)
= P

(√
15

X − 3
s

>
√

15a

)
ここで、t =

√
15X−3

s 　とすると、tは t(14)に従う。よって、上式と条件から、

P

(
X − 3

s
> a

)
= P

(
t >

√
15a
)

= 0.01
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ここから、　
√

15a = t0.01(14)　がわかる。よって答えは、

a =
t0.01(14)√

15
=

2.624√
15

≃ 0.678

5. それぞれの標本平均を X, Y とおく。このとき、X は N(2,3/10)に従い、Y は N(5,4/8)に従う。

よって、X − Y は、N(2-5,3/10+4/8)、つまりN(-3,0.8)に従う。

6. 　 F分布を使います。

P

(
s2
1

s2
2

> c

)
= P

(
σ2

2

σ2
1

s2
1

s2
2

>
σ2

2

σ2
1

c

)
= P

(
4
3

s2
1

s2
2

>
4
3
c

)
= 0.05

4
3

s2
1

s2
2
は F(9,7)に従うので、 4

3c = F0.05(9, 7)。

よって、答えは、

c =
3
4
F0.05(9, 7) =

3
4
× 3.677 · · · ≃ 2.76

7. (iii)(v)は答えが合わないのでとりあえず保留。分かり次第載せます。

(i) 確率変数 Xが N(µ, σ2)に従うとする。このとき、X は N(µ, σ2/10)に従う。したがって、

P

(
|X − µ| ≥ 0.8

√
σ2

10

)
= P

|Z| ≥
0.8
√

σ2

10√
σ2

10


= P (|Z| ≥ 0.8)
= 2P (Z ≥ 0.8)
= 2× Q(0.8)
= 2× 0.21186
= 0.42372
≃ 0.42
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(ii) (i)と同じようにして、

P

(
|X − µ| ≥ 0.8

√
s2

10

)
= P (|t| ≥ 0.8)　（ただし、tは t(9)に従う）

= 2P (t ≥ 0.8)

= 2×
0.250× (0.883 − 0.8) + 0.200× (0.8 − 0.703)

0.883 − 0.703
≃ 0.45

(iv) 2つの標本平均をそれぞれ X, Y、標本標準偏差を sとおく。

　これらの標本の大きさはどちらも 10で、母平均・母分散は等しいので、X−Y の母平均は µ−µ = 0。

したがって、

P
(
|X − Y | ≥ 3s

)
= P (

|X − Y |

s
√

1
10 + 1

10

≥ 3s

s
√

1
10 + 1

10

)

= P (|t| ≥ 3
√

5)　　（ただし、tは t(18)に従う）
= 2P (t ≥ 6.70 · · · )
≃ 0

8. まず、ρ = 0.6を z変換すると、η ≃ 0.6931。

また、rを z変換して得られる変数を zとすると、zは N(η, 1/12)に従う。

よって条件を満たすには、とりあえず　 P (−Z0.05 <
√

12(z − η) < Z0.05)　となればよい。

不等式内を zについて解いて、η ≃ 0.6931を代入すると、

0.6931 − Z0.05√
12

< z < 0.6931 +
Z0.05√

12

また、

z =
1
2
log

1 + r

1 − r

を上式に代入して、

0.6931 − Z0.05√
12

<
1
2
log

1 + r

1 − r
< 0.6931 +

Z0.05√
12

さらに、Z0.05 = 1.960より、上式に代入して

0.12730 <
1
2
log

1 + r

1 − r
< 1.23890

rについて解くと
exp(0.25460) − 1
exp(0.25460) + 1

< r <
exp(2.51780) − 1
exp(2.51780) + 1

0.127 < r < 0.851
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9. (i) は省略。(ii) 　巻末の表に載っています。数字ばかりで萎えますが、なんとか頑張って表を読み解

くと、
Z0.025 = 1.960,　χ2(1) = 3.84146,　 t0.025(120) = 1.980

Fa(1, 120) = 3.92,　 ta(k) = 1.658,　 Z0.05(k ≥ 120)*4 ≃ 1.645

11 推定

1. 尤度関数*5は、
L(µ, σ2) = Πn

i=1λe−λXi

よって、両辺をログると、

logL(µ, σ2) =
n∑

i=1

(logλ − λXi) = nlogλ − nλX

両辺を λで偏微分して、イコール０とすると、

∂

∂λ
logL(µ, σ2) =

n

λ
− nX = 0

よって、λの推定量は、

λ̂ =
1
X

2. もとめる µの推定量を µ̂とすると、まず、(i)より、µ̂は、実数 a,bを用いて、

µ̂ = aX1 + bX2

とおける。また、X1, X2 の期待値はどちらも µ。

つぎに (ii)より、µ̂の期待値は µであるので、

E(µ̂) = E(aX1 + bX2) = (a + b)µ = µ

したがって、a + b = 1。

よって、µ̂の分散は、

V (µ̂) = a2V (X1) + b2V (X2) = a2V (X1) + (1 − a)2V (X2) = σ2{2(a − 1
2
) +

1
2
}

したがって、分散が最小の時、a=1/2。

よって、求める答えは、

µ̂ =
1
2
X1 +

1
2
X2

3. 与えられたデータから、X = 9, 72, s = 1.92。また、t0.025(18) = 2.101。

これらを、正規母集団における信頼区間の式

[X − Zα/2σ/
√

n, X + Zα/2σ/
√

n]

に代入すると
[7.33, 12.11]

*4 kの値が大きいので正規分布として扱う。
*5 「ゆうどかんすう」と読む、ハズ。
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4. いま、正規母集団での信頼区間の幅は、2(Z0.005× 3/
√

n) とかける。

これが 1以下であればよいので、6Z0.005/
√

n ≤ 1。

よって、nについて解いて、

n ≥ 36(Z0.005)2 = 36×
(

2.57× (0.005 − 0.00494) + 2.58× (0.0050849 − 0.005)
0.0050849 − 0.00494

)2

= 238.86 . . .

よって、nは 239以上にすべき

5. 投薬群、対照群の標本平均をそれぞれ X, Y とおく。

X − Y = −0.226

分散はどちらの群でも等しいと考えてよく、合併した分散を s2 とすると、

s2 =
1
18

(
10∑

i=1

(Xi − X)2 +
10∑

i=1

(Yi − Y )2
)

よって
s ≃ 0.230

また、
t0.025(18) = 2.101

よって、求める信頼区間は、[
X − Y − t0.025(18)s

√
1
10

+
1
10

,　X − Y + t0.025(18)s

√
1
10

+
1
10

]
= [−0.442,−0.010]

6. 標準法・簡便法の標本平均をそれぞれ X, Y とおくと、X − Y = 4。

また、標準法・簡便法の標本分散をそれぞれ s2
1、s2

2 とすると、s2
1 ≃ 0.67、s2

2 ≃ 17.71。

よって、この 2 つの標本の母分散が等しいというには無理かある。そこで、ウィルチの近似法を用い

る。

ここで、

ν =

(
s2
1
4 + s2

2
8

)2

(s2
1/4)2

3 + (s2
2/8)2

7

= 0.813163 · · ·

に最も近い整数は８なので、ν∗ = 8とかける。

さらに、t0.025(8) = 2.306。

以上を

[X − Y − t0.025(8)

√
s2
1

4
+

s2
2

8
, X − Y − t0.025(8)

√
s2
1

4
+

s2
2

8
]

に代入して、答えは、
[0.44,7.562]
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7. (i) この標本の、標本平均・標本分散を、それぞれ X, s2
1 とおく。

X = 24.21,　 s2
1 = 1.931,　よって、s1 = 1.39

また、標本大きさ m=10で、t0.005(9) = 3.250

よって信頼区間は、以上の値を

[X − t0.005(9)s1/
√

m,X + t0.005(9)s1/
√

m]

に代入して、
[22.78,25.64]

(ii)
χ2

0.005(9) = 19.0228,　χ2
0.975(9) = 2.70039

また、求める信頼区間は、 [
9s2

1

χ2
0.005(9)

,
9s2

1

χ2
0.975(9)

]
値を代入して、

[0.92,6.46]

(iii) 大阪における標本の、標本平均 Y とおく。

Y = 24.48

また、X,Yを合併した分散を sとすると、

s2 =
1
18

{
10∑

i=1

(Xi − X)2 +
10∑

i=1

(Yi − Y )2
}

= 1.52よって s =

さらに、t0.025(18) = 2.101 これらを

　

[
X − Y − t0.025(18)s

√
1
m

+
1
n

, X − Y + t0.025(18)s/

√
1
m

− 1
n

]

値を代入して、
[−1.43,0.89]

8.
p̂ =

27
50

= 0.54,　 Z0.025 = 1.960

これを、二項分布の信頼区間の式[
p̂ − Z0.025

√
p̂(1 − p̂)/50, p̂ + Z0.025

√
p̂(1 − p̂)/50

]
に代入すると、答えは、

[0.40,0.68]
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9.

λ̂ = 4.8,　 Z0.005 =
2.057× (0.005 − 0.00494) + 2.057× (0.0050849 − 0.005)

0.0050849 − 0.00494
= 2.5754

これを、ポアソン分布の信頼区間の式

[λ̂ − Z0.005

√
λ̂/n, λ̂ + Z0.005

√
λ̂/n]

に代入して、答えは、
[3.02,6,58]
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