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0 ≤ λ ≤ µ ≤ νの実数に対して、
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の微分方程式を考える。

以下 3つの場合について R上のベクトル空間

V = {x(t)|x : R→ Rかつ (♯)の解 }

の R上の基底を一組ずつ求めよ。

1. 0 < λ < µ < ν

2. 0 < λ < µ = ν

3. 0 < λ = µ = ν

解答
以下、まず C上で考えてからそれから Rへ持ってくる。

1.
p(z) = (z + iλ)(z − iλ)(z + iµ)(z − iµ)(z + iν)(z − iν)

とおくと、
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となる。以上より、C上のベクトル空間

V = {x(t)|x : R→ Cかつ (♯)の解 }

の基底の組は、
{eiλt, e−iλt, eiµt, e−iµt, eiνt, e−iνt}

となる。

さて、eiλt と e−iλt は共役の関係であるから、この二つから新しく実数の基底を以下のように作る。

eiλt + e−iλt

2
= cos λt

eiλt − e−iλt

2i
= sin λt

よって、このように新しく基底を作ると、

{cos λt, sin λt, cos µt, sin µt, cos νt, sin νt}
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となる。これら 6つは一次独立で V の次元は 6よりこれらは基底となる。

(答え) · · · {cos λt, sin λt, cos µt, sin µt, cos νt, sin νt}

2.
p(z) = (z + iλ)(z − iλ)(z + iµ)2(z − iµ)2

とおくと、
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x(t) = 0

となる。以上より、c上のベクトル空間 V の基底の組は、

{eiλt, e−iλt, eiµt, e−iµt, teiµt, te−iµt}

となる。

先ほどと同じように新しく基底を作ると、

{cos λt, sin λt, cos µt, sin µt, t cos µt, t sin µt}

となる。これら 6つは一次独立で V の次元は 6よりこれらは基底となる。

(答え) · · · {cos λt, sin λt, cos µt, sin µt, t cos µt, t sin µt}

3.
p(z) = (z + iλ)3(z − iλ)3

とおくと、
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x(t) = 0

となる。以上より、c上のベクトル空間 V の基底の組は、

{eiλt, e−iλt, teiλt, te−iλt, t2eiλt, t2e−iλt}

となる。

先ほどと同じように新しく基底を作ると、

{cos λt, sin λt, t cos λt, t sin λt, t2 cos λt, t2 sin λt}

となる。これら 6つは一次独立で V の次元は 6よりこれらは基底となる。

(答え) · · · {cos λt, sin λt, t cos λt, t sin λt, t2 cos λt, t2 sin λt}
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