
� 行列

��� 行列の演算

定義（行列）

� �で囲まれた、�行、�列の数の並びを行列という。一つ一つの数を成分

という。成分は、実数や複素数であることが普通だが、発展的な意味では、多

項式、関数、作用素なども行列の成分となりうる。
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行列において、横の並びを行、縦の並びを列と言う。行は上から第 �行、第

�行、列は左から第 �列、第 �列、のように呼ぶ。�行 �列の数のことを行列

の ��� ��成分 ��	�
����という。�個の行からなり �個の列からなる行列を

�行 �列行列という。����行列ともいう。）また、この �����を行列のサ

イズという。

�行 �列の行列　
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�
����� を ��次�列ベクトルと呼ぶ。　 �行 �列の行列

����� � � � ���を ��次�行ベクトルと呼ぶ。ちなみに、�行 �列も行列として

扱うが、通常の数と同じように考える。
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定義（行列の和）

サイズの同じ行列は和（または差）をとることができる。つまり、
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列の定数倍」は
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により定義される。

定義（行列の積）

�を �行 �列の行列とし、	 を �行 �列の行列とする。（�の列数と 	

の行数が一致していなければいけない。） ��� を �の ��� ��成分、
�� を 	 の

��� �成分であるとしよう。このとき、積 �	 の ��� �成分 ��� は
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注意

�	 は �行 �列の行列になる。一般に、�	 が存在しても 	�が存在する

とは限らない。�が �行�列の行列、	が�行 �列の行列のときには、�	

も 	�の存在するが、サイズは異なる。

注意

列ベクトルも行列の一種と考えることにより、行列と列ベクトルの積も「行

列の積」とみなすことができる。
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注意

行列 �の ��� ��成分が ��� であったとき、これを �  �����と書く教科書

もある。しかし、「��� が何なのか」が明らかでないときには使わないほうが

よい。例えば、 �����や �����と書いたとき、これらがどこの成分を表わして

いるかは自明ではない。「��� ��成分が ���」という書き方はたとえば ����������

と書く方法もある。これならばまぎれることはない。

零行列 ����� 
������というのは、すべての成分が �であるような行列の

こととする。記号は �（大文字のオー）を用いる。
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和・積の性質

以下、��	�� は行列、�� �は定数とする。行列の和、積については、それ

ぞれ定義できるサイズをもっているものとする。
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これらの公式が正しいことは成分を計算してみることにより容易に確かめ

ることができる。少し難しいのは ��	��  ��	��であろう。この証明をし

ておこう。
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したがって、��	�� の ��� ��成分は
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（最後の等号は、分配法則を使って ��	 をシグマの中に入れた（展開した�の

である。）

一方、��	��の ��� ��成分は
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ここでも、最後の等号は、分配法則を使って ��� をシグマの中に入れた（展

開した�のである。シグマが二つ並んでいるが、今の場合にはこれらは有限項

の和であるので、足す順番を交換することができる。したがって
��

���

�
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と
�
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��� は等価である。以上より、��	�� と��	��とは成分が一致

するので、等しいことが証明された。

注意

一般に無限項の和（無限級数�の足す順番を変更することはできない。無

限 �重数列の級数は足す順番によって値が変わってしまうことがあるからで

ある。
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��� 転置行列 �����	
�	� �������

行と列の成分を入れ替えた行列を転置行列という。記号は ��である。

�例�　
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転置行列の性質
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いくつかを証明する。まず �����  �を証明しよう。行列 �の ��� ��成分

を ��� であるとしよう。��の ��� ��成分は ��� である。したがって、�����の

��� ��成分は ��� である。したがって、�����と �は成分が一致するので、同

じ行列であるといえる。
����	�  ��� �	 を証明しよう。行列 �の ��� ��成分を ���、行列 	 の

��� ��成分を 
�� であるとしよう。そうすると ��	 の ��� ��成分は ��� � 
��

であって、����	�の ��� ��成分は ��� � 
�� である。一方で、��の ��� ��成

分は ���、行列 �	 の ��� ��成分は 
�� であることから、��� �	 の ��� ��成分

は ��� � 
�� である。以上より、��� � 	�と �� � �	 は各成分が一致するの

で、等しいと言える。
���	�  �	��を証明しよう。�の列数（ 	の行数）を�とする。行列

�の ��� ��成分を ���、行列	の ��� �成分を 
��であるとしよう。そうすると

�	の ��� �成分は
��

��� ���
��であって、
���	�の ��� �成分は
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である。一方で、�	の ��� ��成分は 
��、行列 ��の ��� �成分は 
�� であるこ

とから、�	��の ��� �成分は
��

��� 
����� である。以上より、
���	�と �	��

は各成分が一致するので、等しいと言える。
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���複素共役行列 ����
��� ��������� �������

おのおのの成分を複素共役にした行列を複素共役行列という。記号は �で

ある。

�例�　
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複素共役行列の性質
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これらの性質は、複素数の共役の性質によるものであるから、証明は簡単

である。各自試されたい。
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��� 随伴行列 ������� �������

転置行列の複素共役行列のことを随伴行列という。記号は �� である。定

義により、��  ����  ����である。

�例�　
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随伴行列の性質
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これらの証明は転置行列の公式と複素共役行列の公式とを組み合わせれば

簡単に示される。各自試されたい。
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練習問題４

����� （容易）次の計算をせよ
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����� （容易）実数の列ベクトル �� �の内積は ��� ��  �
��とあらわせるこ

とを示せ。

����� （容易）�行 �列の行列 ��	であって、�	と	�とが異なる例を見

つけよ。

����� （標準）任意の �以上の自然数 �について、�行 �列行列��	であっ

て、� � ��	 � � であって、かつ �	  � であるような例を提示

せよ。

����� （標準）行列に関する次の公式を証明せよ。

�� 交換則 ���

�������������	  	 ��

�� 結合則 �������������������	� � �  �� �	 � ��
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����� （やや難）（線形代数の問題ではないが）２重数列 ������ ����は自

然数�であって、
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となる例を提示せよ。
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���	� 　（標準）転置行列に関する次の公式を証明せよ。

�� �����  ���

���
� （標準）複素共役行列に関する次の公式を証明せよ。

�� ���  �

�� ���	�  ��	
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����� （標準）随伴行列に関する次の公式を証明せよ。

�� ����  ��
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�� �����  ���

�� ��	��  	���

������ （容易）複素列ベクトル �� �の内積は ��� ��  �
��とあらわせるこ

とを示せ。

������ （容易）�� �行列 �が �� ��  �を満たすとき �をエルミート

行列というが、�の ��� ��成分が実数であることを示せ。

������ （標準）�次実ベクトル �� � � �� と �� �行列 �に対して、

���� ��  ��� ����

を示せ。

������ （標準）�次複素ベクトル �� � � � � と �� �行列 �に対して、

���� ��  ��� ����

を示せ。
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������ （標準） �� �行列を４つの �� �行列に分けて考えることを行列の

区分けという。つまり、� 
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とみて、これを � 
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のように書くのである。このときに次

の公式を証明せよ。�
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（������ �� � �� ��� ��� �� はすべて � � �行列とする。行列はかける順

番にも注意して計算をすること。）

この公式から容易に導ける系として、�
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がある。

������ � � �を自然数とする。�行 �列行列��� で以下の条件を満たすも

のは存在するか。

（条件）任意の �行 �列行列 �に対して���  ��

��


