
���� 平面 �空間�ベクトル

線形代数とはベクトルと行列に関係する代数を扱ったものである。応用範

囲はとても広く，微分積分学をはじめとする解析分野にもさまざまな形で現

れる。この章では、高校で学習したベクトルを復習しながら，数の範囲を複

素数にも広げて考えることにする。

ベクトルとは向きと大きさを持つ矢印のことであるが，高校で習ったとき

には平面、または（３次元）空間に含まれる矢印として考えた。このことか

ら始めよう。平面・空間の記号を定義する。実数全体の集合は慣習により

� �� �実数 �� 実数全体の集合
と書く。また、座標平面（���平面）、座標空間 �����空間�はそれぞれ

�
� ��

��
�

�

�������� � � �

�
� 座標平面

�
� ��

���
��
	

�
�

�

�

�

�
��������� �� � � �

���
�� � 座標空間

のように書く。ここで、座標を記述するのに �座標、�座標、�座標を縦に

並べて書いたが、別に横に並べてもかまわない。ただし、このテキストでは

以後（ほとんどの場合において）ベクトルといえば数を縦に並べたものであ

るとする。（このあたりは高校と勝手の違うところである。）なお、「数字を

縦に並べたもの」という観点から言うと、別に４つ以上の数字を並べても構

わないのであって、

�
� ��

������
�����

	




�
��

��
���

��

�




�

����������
��� ��� � � � � �� � �

������
�����

を（実）�次元ベクトル空間と呼ぶ。

（注）�つめ以降の座標成分に対して，時間などの意味づけを行うことは

可能であるが、ここではそうしない。線形代数では単に抽象的にいくつかの

数が（縦に）並んだものをベクトルというのである。

�



ベクトル（� ������）とは��の �点 � 	�に対して、� を始点とし、�を

終点とする矢印のことをいう。ただし、平行移動で重ねられるものは同じベ

クトルであるとすることから、始点を原点� �

	




�





���




�




�に取った場合のベクト

ル ��� のことを点 � の位置ベクトル（��	
�
�� �������と呼び、位置ベク

トルと、空間の点とを同じものとみなすのが慣例である。つまり、実数の組�
�

�

�
によって、座標上の点を意味すると考えても良いし，位置ベクトルの成

分であると考えても良い。この辺りは平面について高校で習ったことの自然

な発展である。

このテキストでは、以下、ベクトルは �	 � 	 �のように、小文字の太文字

を用いることにする。もちろん従来どおり、�		 �
	 ��のように矢印を用いても

構わないが、矢印は記号が煩雑になりがちなので、このテキストでは用いな

いことにする。

�



���� 複素数、複素ベクトル
複素数は高校で既習であるが、簡単に復習しておく。実数は二乗すると 


以上の数になるので，方程式

�� � ��
には実数の解はない。そこで、この方程式が解をもつように、�という数を導

入し、�� � ��であると約束する。このことを最初に思いついたのは１７世
紀の数学者デカルトである。現在では �は虚数単位 

���
���� ��
��と呼

ばれ、そして集合

� � ��� �� ��� � は実数 �
の元を複素数と呼ぶ。複素数 � � �� ��に対して、�の実部 
���� �����を

����� � �、虚部 

���
���� ����� を ����� � �、複素共役 
�������

����������を � � �� ��と定義する。

複素数の和・差・積・商は、通常の数や多項式の計算と同じようにすれば

よい。� � �� ��に対して、

�� � ��� ������ ��� � �� � ��

は実数であり、この正の平方根を ��� �
�
�� � ��と書き、�の絶対値 
��	��

���� ������という。

複素数 � � � � ��を平面上の点

�
�

�

�
と対応させることにより、複素数は

平面ベクトルであると考えることができる。この意味での平面を複素数平面


������� ������と呼ぶ。原点は 
に対応し、
以外の複素数 � � � � ��

は「
と �の距離＝絶対値 
 � ���」と「�軸正の向きからの角度 � � ������

（これを �の偏角 
���������と呼ぶ）」によって

� � �� �� � 
��
� � � ��� ���

とあらわすことができる。�
� �� � 
��
� ����� ���は１つの複素数に対応してい

るので、これを座標の一種であると考え、�
� ��を極座標 
����� �����
�����

と呼ぶ。極座標に関しては積の公式

�
� �� � �
�� ��� � �

�� � � ���

が成り立つ。

�



実ベクトルと同じように複素数を縦に並べたもの

�
� �

������
�����

	




�
��

��
���

��

�




�

����������
��� ��� � � � � �� � �

������
�����

を複素�次元ベクトル空間と呼ぶ。� � の元は（�次元）複素ベクトル ��
��

���� ����
��と呼ばれる。

�



���� ベクトルの和、ベクトルの定数倍、ベ
クトルの内積

ベクトルの集合��、� � には、「和 �����」「定数倍 ������� ��
�����」が定

義される。これは平面ベクトル・空間ベクトルの「和」「定数倍」の定義と同

じものと考えられる。実際に、
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�	�

�	�
���

�	�
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�

である。

平面ベクトル � �

�
�

�

�
に対してベクトルの長さ

�
�� � �� のことをベク

トルのノルム 
�����と呼ぶ。ノルムは（ベクトルの）絶対値とも呼ばれる。

より一般に、次のように定める。平面ベクトルのときと同じように、（実数・

複素数いずれの場合にも）ノルムとは「空間の中でのベクトルの長さ」であ

ると考えるのが自然である。

定義

��� � �

	


�
	�
���

	�

�


� � �� に対して、ノルムを ����� �

�
	�
�
� 	�

�
� � � �� 	�

�
で

定める。

��� � �

	


�
��
���

��

�


� � � �に対して、ノルムを ����� ������� � ����� � � � �� �����

で定める。

�



平面ベクトル � �

�
	�

	�

�
� � �

�

�


�

�
に対して、内積は 	�
� � 	�
� であっ

た。これと同じように、ベクトルの内積を次のように定めることにする。

定義

��� � �

	




�
	�

	�
���

	�

�




� � � �

	




�

�


�
���


�

�




� � �� に対して、内積 

���� ��������を

��� �� � 	�
� � 	�
� � � � �� 	�
�

と定める。

��� � �

	




�
	�

	�
���

	�

�




� � � �

	




�

�


�
���


�

�




� � �

� に対して、内積を

��� �� � 	�
� � 	�
� � � � �� 	�
�

と定める。

（注）高校の教科書では、ベクトルの内積は ����� � ����� �
� �でも定義され
ていた。�ただしここで �は �と �のなす角を意味するものとする。�平面ベ

クトル・空間ベクトルの場合には、どちらを定義としても構わない（練習問

題参照）。�� の定義（上記の ���）の場合においてはどうだろうか？この問

題を考え始めると、まず高次元空間内のでのなす角をどのように定義するか

という幾何学の問題があることに気がつくだろう。

そこで、むしろ逆に考えるというのが現代の幾何学の考え方である。つ

まり、上記のように内積が定義されているとしたときに、そのなす角 � を

����� � ����� �
� � � ��� ��が成り立つように定める（つまりなす角 �を

� � ����
�
��� ��

����� � �����
により「定義」する）のである。

（参考） ��� �� は（どちらかというと）解析系の記号である。 幾何だと

��� ��と書いたりする。高等学校の教科書では �� �と書くのが一般的だ。ど
の記号を用いても良い。この教科書では ��� ��を用いることにする。

ベクトルの内積とノルムの間には ������ � �����という関係式が成り立っ

ている。複素数ベクトルの内積について、
�� � � � � 
� の複素共役が用いられ
ているのは、この関係式を成り立たせるためであると考えるとわかりやすい

だろう。

�



���� 諸性質
シュヴァルツの不等式（�������� 
������
��）

���� ��� � ����� � �����

（証明）��� �� � ����� � ����� �
� �であることを正しいと認めれば、� �
� �� � �

であることから直ちに示される（演習問題参照）。　また、実ベクトルの場合

にこの不等式（の二乗）を成分を用いて書き表すと

�	�
� � 	�
� � � � �� 	�
��
� � �	�

�
� 	�

�
� � � �� 	�

�
��
�

�
� 
�

�
� � � �� 
�

�
�

という式になる。これもシュヴァルツの不等式という。（このほかにも、積分

に関するシュヴァルツの不等式という公式もある。）

（注意）�は≦と同じ記号である。高校までは≦を用いていたと思うが、�
の方が世界的に広く使われている。これからは�を使うことをお勧めする。

三角不等式

���� ��� � ������ �����

（証明）証明は練習問題を参照のこと。平面ベクトルの場合には三角不等

式とは「三角形の �辺の和がもう１辺の長さより長い」ことを意味している。

のでこの不等式が成り立つともいえる。この不等式も空間ベクトルや高次の

ベクトルについても成立する。

内積の多重線形性

� � � を実数、�� � � �
� をベクトルとするとき、以下が成り立つ。

���� �� � ���� �� � ��� ���

��� �� �� � ��� �� � ��� ��

��� �� �� � ��� �� � ��� ��

内積の対称性

��� �� � �����

ベクトルの囲む三角形の面積

�と �の囲む三角形の面積 � は

� �
�

�

�
������������ � ��� ���

で与えられる。

平面ベクトルの場合には、� �

�
	�

	�

�
� � �

�

�


�

�
であれば � �

�

�
�	�
� �

	�
�� と表わされる。

�



練習問題 �


���� （容易）
でない複素数 �について、その逆数 �

�
もまた複素数である

ことを示せ。


�� � （容易）複素数 �について、その実部と虚部を �と �で与える公式を

示せ。


��!� （基本）極座標表示に関して積の公式 �
� �� � �
�� ��� � �

�� � � ���が

成り立つことを示せ。


��"�（基本）定数	に対して、代数方程式 �� � 	�の解は � � 	��
���������

����������� �� � �� �� � � � � ��ですべて与えられていることを示せ。


��#� （基本）平面ベクトル� �

�
	�

	�

�
� � �

�

�


�

�
とそのなす角 �について、

����� � ����� �
� � � 	�
� � 	�
�

を示せ。


��$� （基本）実ベクトルに関するシュヴァルツの不等式 ���� ��� � ����� � �����
を次の手順で示せ。

��� まず、�を変数とする関数 ���� � ����� ���� を考え、これを �の多

項式で表わせ。

��� 次に、���� 	 
であることを、判別式の条件に書き直せ。

���証明を完結させよ。


��%� （やや難）実数列に関するシュヴァルツの不等式 �	�
� � 	�
� � � � ��
	�
��

� � �	�
�
� 	�

�
� � � �� 	�

�
��
�

�
� 
�

�
� � � �� 
�

�
�は実ベクトルに関す

るシュヴァルツの不等式より示されるが、これは無限数列についても成

り立つかどうかを考察せよ。少なくとも両辺の極限が収束していなけ

ればいけないが、そのほかに付帯条件が必要だろうか？


��&� （やや難）複素ベクトルに関するシュヴァルツの不等式 ���� ��� � ����� �
�����を次の手順で示せ。
��� まず、�を複素変数とする関数 ���� � ����� ���� を考え、これを �

と �の多項式で表わせ。

��� 次に、����を平方完成せよ。

���証明を完結させよ。


��'� （基本）三角不等式 ��� � ��� � ����� � ����� を証明せよ。（ヒント：
�左辺�� � �右辺�� を計算せよ。）

 




���(� （基本）� � � を実数、�� � � �� をベクトルとするとき、以下が成

り立つことを示せ。

���� �� � ���� �� � ��� ���

��� �� �� � ��� �� � ��� ��

��� �� �� � ��� �� � ��� ��


����� （基本）実ベクトルに対して ��� �� � �����を示せ。


��� � （基本）�と �の囲む三角形の面積 � は

� �
�

�

�
������������ � ��� ���

で与えられることを示せ。


���!� （基本）平面ベクトルの場合には、� �

�
	�

	�

�
� � �

�

�


�

�
であれば、

�つのベクトルの囲む三角形の面積は � �
�

�
�	�
��	�
��と表わされる

ことを示せ。


���"� （基本）平面上の �点 �����に対して、「ベクトル ���からみてベ

クトル ���が右折しているかどうか」を判定する方法をベクトルの成

分を用いる形で考えよ。

!



練習問題 �解説

���� 
 でない複素数 � について、その逆数 �

�
もまた複素数であることを

示せ。

（解説）問題の意味が少しわかりにくいが、� � �	� 
��	� 
 � �� と定
義して、
 
� � � � としたときに、��� � � であることを示せ、という

のが題意である。

� � 	� 
�としたときに、
�

�
�

	

	� � 
�
� 


	� � 
�
�であり、� 
� 
とい

う条件から 	� � 
� 
� 
であり、
	

	� � 
�
�

�

	� � 
�

� � であることから

��� � � であることが示される。


�� � 複素数 � について、その実部と虚部を �と �で与える公式を示せ。

（解説）"���� �
� � �

�
� #���� �

� � �

��
である。� � 	� 
�とおいて各

自確認されたし。


��!� 極座標表示に関して積の公式 �
� �� � �
�� ��� � �

�� � � ���が成り立つ

ことを示せ。

（解説）�
� �� � 
 �
� � � 
 ��� ��、�
�� ��� � 
� �
� �� � 
� ��� ���である

から、

�
� �� � �
�� ��� � �
 �
� � � 
 ��� ����
� �
� �� � 
� ��� ����

� 

���
��� � ��� � ����� � ����

� �

�� � � ���

であることが示される。


��"� 定数 	 に対して、代数方程式 �� � 	� の解は � � 	��
�������� �

����������� �� � �� �� � � � � ��ですべて与えられていることを示せ。
（解説）�����より、�
 �
� � � 
 ��� ���� � 
� �
����� � 
� ��������で

ある。これをド・モアブルの定理という。このことを用いれば、� �

	��
�������� � �����������に対して、

�	��
���������������������� � 	���
������������������������ � 	�

であり、これが �� � 	�の解であることはわかる。� � �� �� � � � � �に対
して、	��
�������� � �����������は互いに異なり、それらが �� � 	�

の解であることから（�次方程式の解が �個あるという代数学の基本

定理により）これらは解のすべてである。


��#� 平面ベクトル � �

�
	�

	�

�
� � �

�

�


�

�
とそのなす角 �について、

����� � ����� �
� � � 	�
� � 	�
�

�




を示せ。

（解説）� � �、� � �の場合には両辺が 
となり自明に公式は成立す

るので、�� �が �でない場合について解説する。�� �を極座標で表示

して	 �
	�

	�

�
�

�

� �
� ��


� ��� ��

�
�

�

�


�

�
�

�

� �
� ��


� ��� ��

�

であるとする。このとき、
� � ������ 
� � ������ � � �� � �� である。

����� � ����� �
� � � 
�
� �
���� � ���

� 
�
���
� �� �
� �� � ��� �� ��� ���

� �
� �
� ����
� �
� ��� � �
� ��� ����
� ��� ���

� 	�
� � 	�
�


��$� 実ベクトルに関するシュヴァルツの不等式 ���� ��� � ����� � �����を次の
手順で示せ。

��� まず、�を変数とする関数 ���� � ����� ���� を考え、これを �の多

項式で表わせ。

��� 次に、���� 	 
であることを、判別式の条件に書き直せ。

���証明を完結させよ。

（解説）


��

���� � ����� ���� � ���� �� ��� ��

� ������� � ���� �� � ������ � ��� ��

� �������� � ���� ���� ������


 � ���� 	 
であることことから、判別式は非正である。したがって	

��� � ��� ��� � ������ � ������ � 


である。


!� 　上式より ��� ��� � ������ � ������ であるので、正の平方根をとる
ことにより ���� ��� � ����� � �����を得る。


��%� （やや難）実数列に関するシュヴァルツの不等式 �	�
� � 	�
� � � � ��
	�
��

� � �	�
�
� 	�

�
� � � �� 	�

�
��
�

�
� 
�

�
� � � �� 
�

�
�は実ベクトルに関す

るシュヴァルツの不等式より示されるが、これは無限数列についても成

り立つかどうかを考察せよ。少なくとも両辺の極限が収束していなけ

ればいけないが、そのほかに付帯条件が必要だろうか？

（解説）不等式の両辺の極限 ���
）を取ることを考えるが、「不等
式の極限を取ったときに不等式は引き続き成立するか」ということを考

慮しなければならない。次の定理が知られている。

��



（定理）

数列 ��� �� が ���
���

�� � 
� ���
���

�� � 
� �� � �� を満たすとき、

���
���

�� � ���
���

�� である。

この定理の証明はイプシロン＝デルタ論法を用いれば容易である。（結

論のほうに等号がついていることに注意しよう。）この定理を認めて考

えるならば	もし

���
���

�	�
� � 	�
� � � � �� 	�
�� �

���
���

�	�
�
� 	�

�
� � � �� 	�

�
� �


���
���

�
�
�
� 
�

�
� � � �� 
�

�
� �


がわかっているとき、

�	�
� � 	�
� � � � ��� � �	�
�
� 	�

�
� � � � ��
�

�
� 
�

�
� � � � �

が示される。


��&� （やや難）複素ベクトルに関するシュヴァルツの不等式 ���� ��� � ����� �
�����を次の手順で示せ。
��� まず、�を複素変数とする関数 ���� � ����� ���� を考え、これを �

と �の多項式で表わせ。

��� 次に、����を平方完成せよ。

���証明を完結させよ。

（解説）

���� � ����� ���� � ���� �� ��� ��

� � � ������ � ���� �� � ������ � ��� ��

� ���������� � ��� ���� ��� ���� ������

ここで、実数 �について � � ��� ���とおくことにすると、

���� � ���������� ������ � ����� ������ ������

である。����は任意の �について 
以上の値をとることから	

��� � ���� ���� � ���� ���������� � ������ � 


もし ���� ��� � 
ならばシュヴァルツの不等式はいつでも成立するから

���� ��� 
� 
の場合を考察すると、��� ��� � ������ � ������であるので、正
の平方根をとることにより ���� ��� � ����� � �����を得る。

��




��'� 三角不等式 ������� � �����������を証明せよ。（ヒント：�左辺����右辺��

を計算せよ。）（解説）

�左辺�� � �右辺�� � ���� ���� � ������� �������
� ������ � ��� �� � ��� �� � ������

������� � ������ � ����� � ������
� �"���� ��� ������ � �����
� ����� ��� � ������ � �����
� 


右辺を移項して正の平方根を取ることにより与不等式が得られる。下

２行目の不等式は �	� 
�� � �
	� � 
� 	 �	� 	 	 � "��	� 
��を用いて

いる。最後の行の不等式はシュヴァルツの不等式である。


���(� � � � を実数、�� �� � � �� をベクトルとするとき、以下が成り立つ

ことを示せ。
���� �� � ���� �� � ��� ���

��� �� �� � ��� �� � ��� ��

��� �� �� � ��� �� � ��� ��

（解説）

� �

	




�
	�

	�
���

	�

�




� � � �

	




�

�


�
���


�

�




� � � �

	




�
��

��
���

��

�




�とすると、

���� �� � ��	�
� � 	�
� � � � �� 	�
��

���� �� � ��	��
� � ��	��
� � � � �� ��	��
�

��� ��� � 	���
�� � 	���
�� � � � �� 	���
��

であり、この３者は等しい。同様に、

��� �� �� � 	��
� � ��� � 	��
� � ��� � � � �� 	��
� � ���

��� �� � ��� �� � 	�
� � � � �� 	�
� � 	��� � � � �� 	���

��� �� �� � �	� � 
���� � � � �� �	� � 
����

��� �� � ��� �� � 	��� � � � �� 	��� � 
��� � � � �� 
���

より、与等式は証明される。


����� 実ベクトルに対して ��� �� � �����を示せ。

（解説）

��



� �

	




�
	�

	�
���

	�

�




� � � �

	




�

�


�
���


�

�




�とすると、

��� �� � 	�
� � 	�
� � � � �� 	�
�　

����� � 
�	� � 
�	� � � � �� 
�	�

より、与等式は証明される。


��� � �と �の囲む三角形の面積 � は

� �
�

�

�
������������ � ��� ���

で与えられることを示せ。

（解説）�と �のなす角（の正のもの）を �とする。

� � �

�
����� � ����� ��� �

� �

�
����� � �������� �
�� �

� �

�

������������� � ������������ �
�� �
� �

�

�
������������ � ��� ���


���!� 平面ベクトルの場合には、� �

�
	�

	�

�
� � �

�

�


�

�
であれば、�つの

ベクトルの囲む三角形の面積は� �
�

�
�	�
� � 	�
��と表わされること

を示せ。

（解説）
� � �

�

�
������������ � ��� ���

� �

�

�
�	�

�
� 	�

�
��
�

�
� 
�

�
�� �	�
� � 	�
���

� �

�

�
�	�
� � 	�
���

� �

�
�	�
� � 	�
��


���"� 平面上の �点 �����に対して、「ベクトル ���からみてベクトル ���

が右折しているかどうか」を判定する方法をベクトルの成分を用いる

形で考えよ。

（解説） ���からみてベクトル ���の偏角が小さいのであれば「右折」

していることになる。実際には、、 ��� �

�
	�

	�

�
� ��� �

�

�


�

�
に対し

て、	�
� � 	�
� � 
であれば右折していることがわかる。

��


