
１ 1　基底

１ 1－１　線形従属、線形独立

線形空間V の要素（ベクトル）をn個選んできたとする。それを v1, · · · , vn

であるとしよう。適当な実数 a1, · · · , an に対して、

a1v1 + a2v2 + · · · + anvn

は（線形空間の定義により）再び V の要素である。これを v1, · · · , vnの線形

結合と呼ぶ。

もし、この線形結合が 0ベクトルになる場合、つまり、

a1v1 + a2v2 + · · · + anvn = o

になるのは特別な場合であって、これを v1, · · · , vn の線形関係 (linear re-

lation)と呼ぶ。といっても、スカラーが a1 = · · · = an = 0を満たすときに
はいつでも線形関係はあることになる。これは明らかな場合なので、自明な

線形関係 (trivial linear relation)という。

a1 = · · · = an = 0以外の場合で線形関係が満たされることもありうる。そ
れを線形従属 (linearly dependent)という。つまり、a1, · · · , an のどれか

は 0でなく、
a1v1 + a2v2 + · · · + anvn = o

が成り立つ場合には、これは線形従属である。
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v1, · · · , vnが線形従属でなときを線形独立 (linearly independent)とい

う。言い換えると、

a1v1 + a2v2 + · · · + anvn = o ならば a1 = · · · = an = 0

が成り立てば、v1, · · · , vn は線形独立であるという。

（参考）線形従属、線形独立のことをそれぞれ一次独立、一次従属と呼ぶ

こともある。（どちらも頻繁に用いられる。）

（例 1）座標空間 Rn = {(x1, x2, · · · , xn)}において、e1 = (1, 0, · · · , 0),
e2 = (0, 1, 0, · · · , 0), · · · en = (0, 0, · · · , 0, 1) は線形独立である。

（例 2）２本のベクトルが線形従属であるとは、２本が平行であることを

意味する。逆に、２本のベクトルが線形独立であるとは、２本が平行でない

ことを意味する。

（例 3）３本の平面ベクトルは、必ず一次従属になる。

（例 4）３本の空間ベクトルが同一平面に含まれる場合は、これらは線形

従属である。３本の空間ベクトルが同一平面に含まれない場合、これらは線

形独立である。

命題

v1, · · · , vnが線形従属であることと、v1, · · · , vnのうちのひとつがほかの

n − 1個のベクトルの線形結合で書き表されていることとは必要十分条件で
ある。
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（証明） v1, · · · ,vnが線形従属であるならば、a1v1+a2v2+· · ·+anvn = o

かつ a1, · · · , an のどれかは 0でない。たとえば a1 6= 0であったと仮定しよ
う。（ほかのどれでも同じことである。）このとき、

v1 = − 1
a1

(a2v2 + a3v3 + · · · + anvn)

となり、題意は満たされる。逆に、v1が v2, · · · , vnの線形着都合で表せるな

らば、つまり、v1 = a2v2 + a3v3 + · · · + anvn ならば、

−v1 + a2v2 + a3v3 + · · · + anvn = o

となり、線形従属であることがわかる。（証明終わり）

命題

v1, · · · , vnが線形独立であり、かつベクトル vが v1, · · · , vnの線形結合で

表されないならば、n + 1個のベクトル v1, · · · , vn, vは線形独立である。

（証明） 背理法を用いる。v1, · · · , vn,v が線形従属であると仮定する。

すると、ある（すべてが 0ではない）実数 a1, · · · , an, aが存在して、

−v1 + a2v2 + a3v3 + · · · + anvn + av = o

である。

もし、a = 0だとすると、v1, · · · , vn が線形独立であるという仮定に矛盾

してしまう。もし a 6= 0だとすると、vが v1, · · · , vnの線形結合で表されな

いという仮定に矛盾してしまう。いずれにしても矛盾が起きてしまう。これ

は v1, · · · , vn,vが線形従属であると仮定したためである。したがって n + 1
個のベクトル v1, · · · , vn, vは線形独立である。（証明終わり）
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定義

線形空間 V に有限個のベクトルが存在して、V の任意のベクトルがこれ

ら有限個のベクトルの線形結合として表されるとき、V は有限次元 (finite

dimension)であるという。そうでないときには無限次元であるという。

（注意） 0ベクトル oのみからなる線形空間 {o}は有限次元であると考
える。
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11-2 基底・次元

この節では、線形空間 V は有限次元であると仮定する。

定義 (基底)

線形空間 V に含まれるベクトル e1, e2, · · · , en が、次の２つの条件を満た

すとき、これを V の基底 (basis)という。

(1) e1, e2, · · · , en は線形独立

(2) V の任意の要素は e1, e2, · · · ,en の線形結合として表される。

記号

V = 〈e1, e2, · · · ,en〉

（注意） 基底を表現するときに、そのベクトルの順番は関係がないよう

に思えるが、基底を表記するときには、そのベクトルの順番も問題にする。

順番が異なれば、異なる基底であるとみなす。

（注意）V = {o}のときには、基底は存在しない。

（基底の感覚的捕らえ方） V = Rn だとする。任意の正則行列（＝行列

式が 0でない行列）Aを列ベクトルを使って

A = (a1 a2 · · · an)

と書き表したとき、a1,a2, · · · , an は基底である。また、基底を列ベクトル

で書き表し、上のように横に並べれば、それは正則行列になる。正則行列と

基底は一対一に対応する。
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（注意）V の任意の要素は e1, e2, · · · , enの線形結合として表されるが、そ

のあらわし方はただ一通りである。実際に、もし二通りあったとすると、

v = a1e1 + · · · + anen = b1e1 + · · · + bnen

であるが、右側の等号より

(a1 − b1)e1 + · · · + (an − bn)en = 0

であって、線形独立性より a1 − b1 = · · · = an − bn = 0となり、結局、表し
方が一通りであることが示される。

定理

V 6= {o}であるとする。任意に与えられた線形独立なベクトルについて、
それが基底でないならば、それにいくつかのベクトルを追加して基底にする

ことができる。

定理の別表現

V 6= {o}であるとする。ベクトル e1, e2, · · · , erが線形独立で、かつ基底で

ないとする。このとき、e1, e2, · · · ,er を含むような基底 〈e1, e2, · · · ,en〉　
(r < n)が存在する。

（定理の証明） V は有限次元であることを仮定しているので、有限個のベ

クトル a1, · · · , amが存在して、V の任意の要素は a1, · · · ,amの線形結合で

表される。e1,e2, · · · , erは基底でないから、a1, · · · ,amの中に e1, e2, · · · , er

の線形和で書き表せないものが存在する。
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　（もしすべての a1, · · · ,am が e1, e2, · · · ,er の線形和で

aj =
r∑

i=1

bjiei

と書けていたと仮定する。V の任意の要素は a1, · · · , am の線形結合で表さ

れることを仮定していたから、V の任意の要素 xは

x =
m∑

j=1

cjaj

とあらわせる。上式を下式に代入して

x =
r∑

i=1

(
m∑

j=1

bji)ei

を得るので、ベクトル e1, e2, · · · , erが基底でないという仮定に矛盾する。し

たがって a1, · · · , amの中に e1, e2, · · · , er の線形和で書き表せないものが存

在する。）

今たとえば a1がそうであったとしよう。（これはどれがそうであったと仮

定しても議論が変わることがないので、こうしてよい。）そこで er+1 := a1

であるとしよう。

これを同じ議論を繰り返そう。新たに得られた e1, e2, · · · , er+1 が基底な

らば、それで定理は示されたことになる。もし基底でないならば、同じ議論

を繰り返して、a1, · · · , am の中から e1, e2, · · · , er の線形和で書き表せない

ものを選び、それを追加する。この作業はどんなに繰り返してもm回を超え

ることはありえないので、有限手数で終了する。こうして V の基底が得られ

る。（証明終わり）
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命題

Rnにおいて、n個より多くのベクトルは線形従属である。したがって、Rn

とRm とが同型であるならば n = mである。

（命題の証明） m > nであると仮定して矛盾を導こう。oでないRn の

列ベクトルをm個用意する。それを a1, · · · , am であるとする。これを横に

並べた n×m行列をA = (a1 · · · am)とすると、m個の未知数に関する１次

方程式

Ax = o

x =


x1

...
xm




は必ず自明でない解をもつ。（Aが横長の行列であることから、その標準形の

右側に必ず余る部分が出てくるので。）このことは a1, · · · , amが線形従属で

あることを意味している。もしRn とRm とが同型であるならば、Rn の中

にm個からなる基底が存在しなければいけない。（同型であるならば全単射

であるから。）このことは矛盾である。したがって、RnとRmとが同型であ

るならば、n = mである。（証明終わり）

命題

線形空間 V が n個からなる基底を持つならば、m > nなる任意のmにつ

いて、m個からなるベクトルは必ず線形従属である。特に、V の任意の基底

は必ず n個のベクトルより構成される。

（命題の証明） V = 〈e1, · · · , en〉とすると、写像 f : V → Rn,g : Rn → V

を

f(x1e1 + · · · + xnen) := (x1, · · · , xn)
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g(x1, · · · , xn) := x1e1 + · · · + xnen

により定義すると、f, gは互いに逆写像であり、V とRn とは同型であるこ

とがわかる。前の命題で述べたように、Rn においては m > nとなるmに

おいてはm個のベクトルは線形従属であった。写像 f を介することにより、

同じ命題が V についても成立することがわかる。（証明終わり）

定義

線形空間 V が n個のベクトルから構成される基底を持つとき、V の次元

(dimension)は nであるという。

（記号） dimV = n
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11-3 基底の取替え写像
ひとつの線形空間 V に２種類の基底があったとする。その基底同士の関係

を記述する方法について論じる。

E = 〈e1,e2, · · · , en〉, F = 〈f1, f2, · · · , fn〉 を線形空間 V の基底であると

する。f は V の要素であるから、

f i =
n∑

j=1

pjiej

と書き表すことができる。(pji の添え字がフツウの感覚とは逆になっている

ことに注意しよう。それは後での都合である。）このとき、行列

P = (pij)(i,j)

を基底Eから基底F への（基底の）取替え写像であるという。簡単に「E → F

の取替え写像」と書くこともある。（ただし、一般的な記号ではない。）

線形空間 V の任意のベクトル vに対して、二つの基底 E,F でそれぞれ書

き表すことができる。つまり、

v = x1e1 + x2e2 + · · ·xnen

= x′
1f1 + x′

2f2 + · · ·x′
nfn

のようにである。これを、列ベクトル


x′

1

...
x′

n

から


x1

...
xn

への変換であ
ると考えると、その変換はどのように記述されるか。
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上式の f i に ej の式を代入すると、∑n
j=1 xjej =

∑n
i=1 x′

if i

=
∑n

i=1

∑n
j=1 x′

ipjiej

同一の基底による書き表し方は一通りしかないので、

xj =
n∑

i=1

pjix
′
i

したがって、
x1

x2

...
xn

 =


p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n

...
...

...
pn1 pn2 · · · pnn




x′
1

x′
2

...
x′

n


とあらわされる。ここに現れる行列が P である。

（注意） EからFの、といっているのに、行列Pが


x′

1

...
x′

n

から


x1

...
xn


への変換だ、というのは順序が逆ではないのか、という質問をよく受けるの

だが、定義からしてこの順である、としか言いようがない。

具体的に与えられた二つの基底E,F に対して、P の求め方を考えよう。ひ

とつの方法は、定義に基づいて

f i =
n∑

j=1

pjiej
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となるような pji を求めることである。取替え行列を作るときの添え字を間

違えないように！

実質的に同じことであるが、V = Rn である場合には別法もある。E =
〈e1, e2, · · · , en〉, F = 〈f1, f2, · · · ,fn〉 に対して、行列 A,B を

A = (e1 e2 · · · en), B = (f1 f2 · · · fn)

と書き表したときに、B = AP であるから、

P = A−1B

である。

（注意） E → F の取替え写像が行列 P ならば、F → Eの取替え写像は

行列 P−1 によって与えられる。

（注意） E → F の取替え写像が行列 P、F → Gの取替え写像が行列Q

ならば、E → Gの取替え写像は行列 PQである。これは定義に戻って記述

してみれば確認できる。（もしかしたら、直感的には QP であると思うかも

しれないが、P が


x′

1

...
x′

n

から


x1

...
xn

への変換だということを思い出せ
ば、割と納得がいくのではないだろうか。）
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11-4 線形写像の基底による表示

写像 f : Rn → Rm が線形写像であるとは、m × n行列で表わせるような

写像のことであった。一方で、線形空間 V,W の間の写像 f : V → W が線形

写像であるとは、

f(x + y) = f(x) + f(y), f(cx) = cf(x)

が満たされることであった。この二つの事柄を結びつける「線形写像の基底

に関する行列表示」について説明しよう。

V,W の基底 E : 〈e1, · · · , en〉, F : 〈f1, · · · , fm〉を固定して考える。

ϕ : V → Rn を ϕ(x1e1 + · · · + xnen) :=


x1

...
xn


ψ : W → Rm を ψ(y1f1 + · · · + ymfm) :=


y1

...
ym


と定義しよう。ϕと ψは同型写像（特に全単射）であることに注意してお

こう。

f : V → W と ϕと ψを組み合わせてみよう。ただしここで、ϕ−1 を ϕの

逆写像として、これを用いる。

F : Rn ϕ−1

−→ V
f−→ W

ψ−→ Rm

という合成写像を考えよう。ϕ, f , ψはどれも線形写像なので、その合成写像
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F := φ ◦ f ◦ ϕ−1も線形写像である。しかも F はRnからRmへの線形写像

だからこれは行列で書き表すことができる。実際に、

F


1
0
...
0

 =


a11

a21

...
am1

 , F


0
1
...
0

 =


a12

a22

...
am2

 , · · · , F


0
...
0
1

 =


a1n

a2n

...
amn



とおけば、任意の


x1

...
xn

に対して

F


x1

...
xn

 =


a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn




x1

...
xn


が成り立つ。ここに現れる行列

A =


a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


を「基底 E,F に関する（線形写像）f の行列表示」という。

行列表示 Aの定義の仕方より次の公式を導くことができる。

f(x1e1 + · · · + xnen) = y1f1 + · · · + ymfm
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であったとしよう。このとき、

ψ ◦ f(x1e1 + · · · + xnen) =


y1

...
ym


ψ ◦ f ◦ ϕ−1


x1

...
xn

 =


y1

...
ym


となり、ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = Aであったから、

A


x1

...
xn

 =


y1

...
ym


が得られる。

次に、V の基底を Eから E′へ、W の基底を F から F ′へと取り替えたと

する。このときの線形写像 f を表わす行列の変化について調べてみよう。

（命題）

E,F に関する f の行列表示を Aとする。E → E′, F → F ′ の基底の取替

え行列をそれぞれ P,Qであるとすると、E′, F ′ に関する f の行列表示 B は

B = Q−1AP

によって得られる。
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（命題の証明）V の元 xが基底 E,E′によって座標


x1

...
xn

 ,


x′

1

...
x′

n

の
ように書き表されていれば、

P


x′

1

...
x′

n

 =


x1

...
xn

 (1)

であった。同様に、W の元 yが基底E,E′によって座標


y1

...
ym

 ,


y′
1

...
y′

m


のように書き表されていれば、

Q


y′
1

...
y′

m

 =


y1

...
ym


である。Qは正則行列（同型写像）であるから、

Q−1


y1

...
ym

 =


y′
1

...
y′

m

 (2)
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である。E,F に関する f の行列表示を Aとしたから

A


x1

...
xn

 =


y1

...
ym

 (3)

である。(1)(2)(3)をあわせると

Q−1AP


x′

1

...
x′

n

 =


y′
1

...
y′

m


を得る。この式は B = Q−1AP であることを意味している。（証明終わり）
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１１章練習問題
(11-1) （基本）以下のベクトルの組が線形独立であるかどうかを判定せよ。

(1)

1
2
3

 ,

1
3
5



(2)

1
3
2

 ,

4
3
5

 ,

 2
2
−1

 ,

4
5
1



(3)

4
5
1

 ,

2
3
1

 ,

2
2
0


(11-2) （標準)

(1) ４つの oでない空間ベクトルa, b, c, dがあり、a = xb+yc+zdと

表わせているとする。「a, b, c, dのどの３本も同一平面上にない」

の必要十分条件を x, y, zに関する式で表わせ。

(2) （１）の条件を満たすとき、ある p, q, rが存在して、a, pb, qc, rd

が平行四辺形の４頂点にできることを示せ。

(11-3) （標準)　 v1 =

3
2
5

 , v2 =

1
3
2

 , v3 =

0
a

b

が線形従属になるよ
うな実数 a, bを求め、v3 を v1, v2 の線形結合で表わせ。
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(11-4) （標準)　 R[x]3 = {３次以下の実係数多項式 }とする。

(1) R[x]3 = 〈1, 1 + x, 1 + x + x2, 1 + x + x2 + x3〉を示せ。

(2) R[x]3 = 〈x3, x3 + x2, x3 + x2 + x, x3 + x2 + x + 1〉を示せ。

(3) R[x]3 = 〈1, x − 1, (x − 1)2, (x − 1)3〉を示せ。

(4) 基底（１）から基底（２）への変換行列を求めよ。

(5) 基底（２）から基底（３）への変換行列を求めよ。

(11-5) （標準)　実数上の関数において、以下の関数がそれぞれ線形独立で
あることを示せ。

(1) sinx, cos x

(2) sinx, sin(2x), sin(3x)

(3) ex, e2x, e3x

(11-6) （基本)　 x1 =

 3
−1
2

 , x2 =

−2
1
4

 とし、
V = {ax1 + bx2 | a, b ∈ R}

とする。以下の問いに答えよ。

(1) y1 =

 6
−1
20

 , y2 =

 −5
1

−14

が V に含まれることを示せ。
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(2) y1, y2が V の基底であることを示せ。（基底の定義から、確認すべ

きことをすべて確かめよ。）

(3) 〈x1,x2〉はV の基底である。（このことは証明不要である。）〈x1, x2〉
から 〈y1,y2〉への基底の取替行列を求めよ。

(11-7) （標準) x, y, z を変数とする実係数の多項式 f(x, y, z)が同次 n次対

称式であるとは、以下の二つの条件を満たすことであるとする。

(a) 任意の実数 kに対して、f(kx, ky, kz) = knf(x, y, z)である。

(b) 任意の a, b, c ∈ Rについて f(a, b, c) = f(b, a, c) = f(a, c, b)が成り
立つ。

Sn[x, y, z] := {同次 n次対称式 }と定義するものとする。以下の問い
に答えよ。

(1) 同次n次対称式 f(x, y, z)と任意の a, b, c ∈ Rに対して、f(a, b, c) =
f(c, a, b)を示せ。

(2) Sn[x, y, z]は多項式の和について、また実数定数倍について閉じて
いることを示せ。

(3) S1[x, y, z]の任意の要素は k(x + y + z) (k ∈ R)という形で書き表
せることを示せ。このことから S1[x, y, z] = 〈x + y + z〉である。

(4) S2[x, y, z] = 〈x2 + y2 + z2, xy + yz + zx〉を示せ。

(5) S10[x, y, z]の（線形空間としての）次元を求めよ。（理由も述べる
こと。）
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(参考) Sn[x, y, z]の次元を an としたときに、an を求めることができ

るだろうか。anが満たす漸化式を探したり、Σanxnを求めたりし

てみよ。

(11-8)（失題から復活）（やや難）x, y, zを変数とする実係数の多項式f(x, y, z)
が V に含まれるとは、以下の二つの条件を満たすことであるとする。

(a) ある実数 kが存在して、f(x, x, x) = kxである。

(b) 任意の a, b, c ∈ Rについて f(a, b, c) = f(b, a, c) = f(a, c, b)が成り
立つ。

V が無限次元の線形空間であることを示せ。

(11-9)（標準) R[x]3 = {３次以下の実係数多項式}とする。写像D : R[x]3 →
R[x]3を微分によって定めるものとする。このとき、基底R[x]3 = 〈1, 1+
x, 1 + x + x2, 1 + x + x2 + x3〉に関する写像Dの行列表示を求めよ。

(11-10) （標準) V = 〈ex, xex, x2ex, x3ex〉とする。写像D : V → V を微分

によって定めるものとする。このとき写像Dの行列表示を求めよ。

(11-11) （標準) a, b, cが線形独立ならば、2a−b+c, a+3b−c,−a−b+5c

も線形独立であることを示せ。

(11-12)（やや難) a1, a2, · · · , anがRnの基底とする。このとき、b1, b2, · · · , bn

であって、

(ai, bj) =

{
1 (i = j)
0 (i 6= j)
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を満たすようなベクトルが存在することを示せ。そして、b1, b2, · · · , bn

もRn の基底であることを示せ。
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