
８章 モデル比較 
 
8.1 イントロ 
 この章ではベイズ統計からみたモデル比較につ

いて述べる。パラメータに関して２つの仮説を比較

するという枠組みの中で、ベイズ因子の概念を紹介

する。 
 母集団の平均の仮説検定を行うという状況で、片

側・両側検定におけるベイズ因子の計算について解

説する。その後、2 つのベイズモデルで事前密度と

サンプル密度を選べるという状況において、2 つの

ベイズモデルを比較するという一般化を行う。この

ケースではベイズ因子は２つのモデルの周辺（限

界？）密度(marginal densities)の比率である。ベ

イズ因子の計算を 2 つの例を使って行う。野球の

打撃のデータ解析では、”安定モデル”と季節によっ

て打率に波のある”波有り”モデルとを比較したい。

2 番目の例では２ｘ２分割表の独立性に対するベ

イズ因子の計算を行う。 
 
8.2 仮説の比較 
 ベイズ手法の尺度を紹介のために、Ｙをサンプル

の分布である f(y|θ)から観察し、以下の仮説を検

定したいとする： 
א ߠ :ܪ  Θ, א ߠ :ଵܪ  ଵ߆ 

ここでΘ０とΘ1 はパラメータ空間内に仕切り

(partition)を作る。もしも、きちんとした事前密度

(proper prior density) g(θ)を割り当てるなら、２

つの仮説を事前オッズ比(prior odds ratio)によっ

て事前条件(a priori)とする。 

π0
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 タ Y＝ｙが観察された後で、パラメータの信

݃ሺݕ|ߠሻ ן  ሻߠሻ݃ሺߠሺܮ

ここで L(θ)は尤度関数である。２つの仮説に関す

る信頼は、事後オッズ比(posterior odds ratio)で要

ଵ

デー

頼は事後確率(posterior density)によって更新され

る。 

約される： 




 ൌ

ሻܲሺג ߠ  Θ|ݕ
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ベイズの因子は仮説の事後オッズ比と事前オッズ

比との比率である。 

ൌ ܨܤ
r odds

posterior odds
prio

ൌ  
ଵߨ / ߨ

ଵ /   

統計量 BF は仮説 Ho をサポートするデータによっ

て与えられた証拠の計量である。仮説 Ho の事後確

率(posterior probability)は、 イズ因子と仮説のベ

事前確率の関数として表現される： 

 ܲ ൌ
ܨܤߨ

ܨܤߨ  1 െ ߨ
 

 
8.3 通常平均の片側検定 
 Berry(1996)の 14 章の例のなかで、著者は異な

る体重計で測ったときの本当の体重に興味がある。

々は、その計測は平均がμ、標準偏差がδで正規

は 10 回体重を測り、

H: ߤ  175, Hଵ  ߤ  175 

我

分布していると仮定する。著者

以下を得た：182, 172, 173, 176, 176, 180, 173, 
174, 179, 175（ポンド）。単純化のために、彼は体

重計の精度を知っていて、δ = 3 ポンドであると

する。 
 もし平均μが彼の本当の体重であり、彼の体重が

175 ポンドよりも重いことを評価しようとしてい

るならば、やりたい仮説の検定は以下： 

 著者には自分の体重に対する事前情報はないと

すると、彼はμに平均 170 で標準偏差 5 の正規事

前分布(normal prior)を与える。 
,distributed ܰሺ170 ߤ 5ሻ 

帰無仮説 H0 の事前オッズ(prior odds)は以下で与

えられる: 

ߨ

ଵߨ
ൌ  

ܲሺߤ  175ሻ
ܲሺߤ   175ሻ

 



 我々は密度N(170, 5)からの事前オッズをpnorm
関数で計算する。以下 アウトプットで、pmean

ariance)である。 
 
library(LearnBayes) 
pmean <- 170; pvar <- 25 
probH <- pnorm(175, pmean, sqrt(pvar)) 
probA <- 1  

まり、帰無仮説は対立仮説より 5 倍確からしい

nce)である

eights <- c(182, 172, 173, 176, 176, 180, 
, 174, 179, 175) 

^2 / length(weights) 

 

の

と pvar はそれぞれ事前平均(prior mean)とμの事

前分散(prior v

- probH
prior.odds <- probH / probA 
prior.odds 

[1] 5.302974: 事前オッズ 
 
つ

ことになる。 
 １０の体重データを R に入力し、サンプル平均yത

と関連する標本分散 (sample varia
を計算する。 sigma2 = σଶ/n

 
w
173
ybar <- mean(weights) 
sigma2 <- 3

 良く知っているnormal density/normal prior 
の更新公式を用いて のߤ、 事後精度 (posterior 
precision)（varianceの逆数）はデータとpriorの精

ある

精度で

みづけしたサンプル平均

post.mean <- (ybar / sigma2 + pmean / 

(post.var)) 

の事後（分布）密度は である。 

ost.odds <- pnorm(175, post.mean, 

ズ 

BF = post.odds /

] 0.04652139: ベイズ因子 

の事後確率(posterior probability)
 

ostH = probH * BF / (probH * BF + probA) 

835: 帰無仮説の事後確率 

度の合計で 。 
 
post.precision <- 1/sigma2 + 1/pvar 
post.var <- 1/post.precision 

 
平均μの事後平均はウエイトをそれぞれの

重 と事前平均の合計であ

る。 
 

pvar) / post.precision 
c(post.mean, sqrt

 
[1] 175.7915058  0.9320547 
 

N(175.79, 0.93)μ

 この正規事後密度?(normal posterior density)を

用いて、帰無仮説のオッズを計算する。 
 
p
sqrt(post.var))/(1 - pnorm(175, 
post.mean, sqrt(post.var))) 
post.odds 

 
[1] 0.2467017: 帰無仮説のオッ

 
よって帰無仮説を支持するベイズ因子 (Bayes 
factor)は 

 prior.odds 
BF 

[1
 
 事前確率(prior probabilities)とベイズ因子 BF
から、帰無仮説

を計算する：
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p
postH 

[1] 0.1978
 
この計算から、著者は彼の体重が最大で 175 ポン

ドであるとは考えられないと結論する。 
 このベイ 義のｐ値の間

z ൌ  
ඥnሺyത െ  175ሻ

ズによる手法と頻度主 に

は興味深い関係がある。既知の標準偏差δとともに、

伝統的な帰無仮説の検定は検定統計量 

3
 

mal variate)
Z を超える確率である。R のアウトプットでは、

(mean(weights) - 175)/3 

 
 仮に平均 170、標準偏差 100 のとても平らであ

る事前分布（flat prior）を使ったベイズ解析を繰

にもとづく。 
 p 値は、標準正規変量(standard nor
が

p 値を pnorm 関数で計算する。 
 
z = sqrt(length(weights)) * 

1 - pnorm(z) 

[1] 0.1459203 

コメント [LE1]: 帰無仮説H: ߤ 

175 が起こりえる事後確率が 19％と低い、

いうことか？ 



り返したとする。LearnBayes パッケージの関数

、サンプ

サイズ、既知のサンプルの標準偏差）をインプッ

Bayes) 
182, 172, 173, 176, 176, 180, 

73, 174, 179, 175) 
 

3) 

postH：帰無仮説の事後確率 

mnormt.onesided は、（１）テストされるべき平

均値、標準事前分布の平均と標準偏差のパラメータ、

（３）サンプルデータの値（サンプル平均

ル

トして計算を実行する。 
 

nlibrary(Lear
eights = c(w
1
data = c(mean(weights), length(weights),

prior.par = c(170, 1000) 
mnormt.onesided(175, prior.par, data) 

 
$BF：ベイズ因子 
[1] 0.1694947 
$prior.odds：事前オッズ 
[1] 1.008011 
$post.odds：帰無仮説のオッズ 
[1] 0.1708525 
$
[1] 0.1459215 
 
帰無仮説の確率はだいたいp値と同じであること

に留意せよ。これは、粗い事前分布情報がパラメー

タに与えられた時のベイズ確率は、片側検定のp値
同じであることを示している。 と

 
8.4 Norm  meanal の両側検定 

っている正規分布の平均値が、あ

両側検定を考える。

Berry 170
ことを知っていると仮定し、今年も

70 ポンドかどうかを心配しているとする。すると、

、なぜなら帰無

説では本当の体重μ値には点の塊(a point mass)
彼の体重は去

平均 170 で標

均がμ

 標準偏差がわか

る値と同じである、という仮説の

前例につ 、 さんは去年の体重がづいて

ポンドであった

1
帰無仮説 H0としては、現在の彼の本当の体重μは

170 であるとする。対立仮説 H1は、彼の体重は 170
よりも重いかまたは軽いとする。 
 事前分布の作成はユニークである

仮

が存在するからである。この例では、

年から変化していないという可能性があると著者

は信じているから、彼はμ=170 であると宣言し、

その確率を 0.5 とする。 
 次に、仮に帰無仮説 H0 は正しくないとすると、

著者は本当の体重μに信憑性のある値を与えなけ

ればならない。もしも彼の体重は去年から変化した

としても、今年の体重は 170 からは大きくかけ離

れていないと考えるだろう。そこで

準 偏 差 が τ (tau) の 正 規 分 布 が μ の 対 立 値

（alternative values）のための適したモデル

(suitable model)となるだろう。 
 一般的に我々は、標準偏差がδだとわかっている

時には、帰無仮説H0 : μ=μ0 を対立仮説H1 : μ≠

μ0 に対して検定する。平 0 で標準偏差がτ

である標準事前分布(normal prior distribution)は、

対立仮説H1 の下での意見を代表するために使われ

る。 
 この状況では、仮説 H をサポートするベイズ因

子は以下のとおり与えられる 

ܨܤ ൌ  
݊

ଵ
ଶ

ߪ exp ቄെ ݊
ଶߪ2 ሺݕത െ ሻଶቅߤ

ሺߪଶ

݊  ߬ଶሻିଵ/ଶexp ቐെ 1

2ሺߪ
݊

ଶ
 ߬ଶሻ
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（τ:標準偏差；μ:体重） 
 前と同様に、もしもπ0がμ=μ0である帰無仮説

H0 の事前確率(prior probability)ならば、H0の事後

確率は以下である： 

ߩ ൌ
ܨܤߨ

 ܨܤߨ  1 െ ߨ 
 

 ベイズ因子 BF を計算するために、対立仮説 H1 : 
μ≠μ0 のもとでの正規密度(normal density)の標

準偏差τをインプットしなければならない。もしも

著者の体重は去年から変化したのならば、その変

変化したとみなしてよ

値

4τとして標準偏差が解決

する。イメージとしては、著者は彼の現在の体重は

170 ポンドよりも 5 ポンド程度多いか少ないと考

 

化はどのくらい大きければ

いのだろうか。標準偏差τを得る方法の一つは対立

μのレンジを考えることであり、そうすればこの

正規分布の 95%レンジ



えている。対立仮説の体重μのレンジは 175－165

ベク

weights=c(182, 172,  176, 176, 180, 
 

data = c(mean(weights), length(weights), 

t = c(0.5,

[1] 1.462146e-02 3.897038e-05 1.894326e-07 

5e-07 

事前標準偏差τのそれぞれの値（0.5, 1, 2, 4）つ

＝10 で、4τ＝10 とするとτ＝2.5 となる。 
 LearnBayse の関数 mnormt.twosided は、ベ

イズ因子と帰無仮説の事後確率（ posterior 
probability of the null hypothesis）を計算する。

関数 mnormt.twosidedに代入するのは、テスト

される平均ߤ、帰無仮説 H0 の事前確率ߨ、事前標

準偏差τ(prior standard deviation τ）、データの

値（サンプル平均、サンプルサイズ、既知のサンプ

ルの標準偏差）である。 
P168 
事前標準偏差τを見積もるのは困難なため、関数

mnormt.twosided はユーザーがそれらしい

トル値を入力することを認めている。 
 以下に R コードを示す（τには 0.5, 1, 2, 4 を 
入れた）。 
 

173,
173, 174, 179, 175) 

3) 
 1, 2, 4, 8) 

mnormt.twosided(170, 0.5, t, data) 

$bf 

2.591162e-08 2.309739e-08 
$post 
[1] 1.441076e-02 3.896887e-05 1.89432
2.591162e-08 2.309739e-08 
 
 

いて、mnormt.twosidedは、仮説Hは正しいとする

事後確率とμの値をとる、という仮説を支持して、

ベイズ因子をそれぞれのτに対して返している。も

た

正規密度（170, 2）を用いれば、仮説μ=170

いとする事後確率

しも著者が彼の体重μに対立する値を反映する

めに

を支持するベイズ因子は 0.0000002 となる。この、

彼の体重は変化していな

(posterior probability)は 0.0000002 であり、これ

は著者の事前確率 0.5 よりもずっと低い。よって彼

の現在の体重は 170 と同じではないと結論すべき

である。 

݉ሺ න ݂ሺߠ|ݕሻ݃ሺߠሻ݀ߠ

ことができる。 
我々は２つのベイジアンモデルを比較したいと

ሻ 

密度）(または事前予測  

ൌ ܨܤ
mሺݕሻ

 
8.5 2 つのモデルの比較 
 仮説を比較するベイズアプローチは、2 つのモデ

ルを比較することに一般化できる。まず、y はデー

タのベクトルを意味するとする、そしてθはパラメ

ータだとする。するとベイジアンモデルはサンプル

密度݂ሺߠ|ݕሻと事前密度(prior density) g(θ)の詳細

を含む。このモデルが与えられるとすれば、データ

の限界（marginal）または事前(prior)予測密度： 

ሻݕ ൌ   

を計算する

 

仮定する： 
:ܯ ~ݕ ଵ݂ሺߠ|ݕሻ, ,ሻߠ~݃ଵሺߠ :ଵܯ  ~ݕ ଶ݂ሺߠ|ݕଵሻ, ଵߠଵ~݃ଶሺߠ

ここではパラメータθの定義はモデル間で異なっ

てもよい。そこでモデル M0 を支持するベイズ因子

は２つのモデルデータの merginal density（限界

密度)の比率である。

mଵሺݕሻ
 

もしもπとπଵがモデル M0と M1の事前確率を表す

なら、モデル M0の事後確率は以下である： 

ܲሺܯ ሻݕ| ൌ
πܨܤ
ܨܤ  ଵߨ

P169 

 π
 

 marginal density（限界密度）を要約する単純な

方法は５章 3 節のLaplaceの方法である。ߠは事後

デルを表し、H(θ)は対数事後密度(log posterior 
density)のHessian(second derivative matirx)で

ール

では 

モ

あるとする。すると事前予測密度(prior predictive 
density)は以下で要約される： 

݉ሺݕሻ  ൎ ሺ2πሻௗ ଶ⁄  ݃൫ߠ൯݂൫ݕหߠ൯| െ ሻ|ଵߠሺܪ ଶ⁄  
ここで d はパラメータの数である。対数スケ



log ݉ሺݕሻ ൎ ൬
݀
2൰ logሺ2πሻ  log ቀ݃൫ߠ൯݂൫ݕหߠ൯ቁ

いちどＲ関数によって積݂ሺy|θ ሻgሺθሻの対数が計算

プッ

トの一部である intが log m(y)を与える。この方

法を複数のモデルに用いれば、m(y)の値をベイズ

因子の計算に使うことができる。 

 ベイズ因子の計算関 laplaceの使用を説明す

分布をするという

ことがもっともらしいと考える。λに関する以下４

つの主観的な事前情報（priors）を考え ： 

報１．結合γ事前情報(conjugate gamma 
prior)を式のλにあてる 

gሺλሻ ן λఈିଵexpሼെߚλሽ, λ  0,

4.57 かつߚ
この事前情報は、チームの平均ゴール数は３でλの

関する事前意見

rior opinion)を述べることは便利なことである。

の正規分布だ

）の

前四分位は 5.27 と 10.35 である。この事前情報

 
事前情報４．この事前情報は logλを N(1, 2)と仮定

ものである。 

ܮ λ ൌ

 ሺ1/2ሻ݈݃| െ |ሻߠሺܪ  

できれば、関数 laplaceが適用でき、アウト

 
8.6 サッカーゴールのモデル 

数

るため、サッカーの平均ゴール数に興味があるとす

る。ｎ回の試合のゴール数は y1...yn とする。ゴー

ルは比較的まれな出来事なので、試合のゴール数

yi は平均λの Poisson 分布型の

る

 
事前情

ߙ ൌ ൌ 1.43 

４分位点は 2.10と4.04だとあなたが信じているこ

とを表している。 
 
事前情報２．シンメトリック分布に

(p
そこで logλは平均１で標準偏差 0.5
と仮定する。logλの事前四分位点は 0.66 と 1.34
となり、つまりλの事前四分位点は 1.94 と 3.81 で

ある。事前情報１とこの事前情報は平均率λの位置

についての類似の考えを反映している。 
P１７０ 
事前情報３．この事前情報は logλが N(2, 0.5)と仮

定する。率λ（prior quartiles for the rateλ
事

は、チームのゴール数がとても多いと考えているこ

とになる。 

し、付随する rateλの四分位点は 1.92 と 28.5 と

する。これはサッカーのゴールについての知識が乏

しいことを反映した

 
 2006 年のシーズンで、あるチームについてゴー

ル数を記録した。データは soccergoals に記録

されている。λの尤度は、ポアソンモデルを仮定す

ると以下となる： 

ሺ ሻ
exp ሺെ݊λሻλୱ

∏ !ݕ
ୀଵ

,

ットでは、

n  57 である。図 8.1 が logλスケールの尤

関数を使うために、我々は対数事後分

(log post ior)を定義するための短い関数を記載

はいつものとお

、λを変換して実際の値のパラメータθ= logλ

の計算に使う。 
 
logpoissgamma <- function(theta, 
datapar) 
{ 
y <- datapar$data 

- datap
lambda <- exp(theta) 

e = len (y))) 

 

ここでs ൌ ∑ ݕ
୬
ୀଵ である。我々のデータセ

 = 35, s =
度と４つの事前情報を示す。事前情報１と２はかな

り類似している。事前情報３は尤度とは対立してお

り、４は非常に平坦な形をしている。 
 
 laplace

布 er
し な け れ ば な ら な い 。 は じ め の 関 数

logpoissgamma はポアソンサンプリングとガン

マ事前分布(a gamma prior)を用いた対数事後分布

(log posterior)を計算する。その後

り

とする。関数の議論は thetaと dataparであり、

ベクトル dataとガンマ事前分布（gamma prior）
である parである。R の関数である dgamma を尤

度と事前分布の両方

npar < ar$par 

loglike <- log(dgamma(lambda, shape = 
sum(y)+1, rat gth
logprior <- log(dgamma(lambda, shape = 
npar[1], rate = npar[2]) * lambda) 
return(loglike + logprior) 
} 



 
同様に、関数 logpoissnormalを、ポアソンサン

プリング？と正規事前分布(normal prior)?のため

の logλの対数事後分布を計算するために記述する。

（意味解読できず翻訳失敗）。関数は R の dgamma

と dnormを用いる。 
 
 
logpoissnormal = function(theta, 

) 
{ 
y <- datapar$data 
npar <- datapar$p
lambda <- exp(theta) 

datapar

ar 

oglike <- log(dgamma(lambda, shape = 

d = npar[2])) 
gprior) 

、

になる。４つ

事前分布の１つずつのうち、我々は関数 laplace

 

＝ Fig8.1 

rgoals) 
 
 goals, par=c(4.57, 

l, 0.5, 10, 

apar <- list(data = goals, par=c(2, 
.5)) 

- laplace(logpoissnormal, 0.5, 10, 

datapa ta = goa =c(1, 

r) 

 
ostmode <- c(fit1$mode, fit2$mode, 

fit4$mode) 

fit1$var, fit2$var, 
 

logλに用いるのは問題になるか？こ

の は、我々はベイズ因子を計算して、Prior2

 

l
sum(y)+1, scale = 1/length(y))) 
logprior <- log(dnorm(theta, mean = 
ar[1], snp

return(loglike + lo
} 
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我々ははじめにデータファイル soccergoalsをロー

oalsがありドする。soccergoalsの中身には変数 g
ach コマンドによって使えるようatt

の

を用いて事後分布を要約する。もしも関数のアウト

プットが fit であれば、fit$mode は事後のモード

(posterior mode)、fit$var は事後分散(posterior 
variance)と関連する推定であり、fit$int は log
m(y)の推定である。 
 
＜

 
ta(socceda

attach(soccergoals)
datapar <- list(data =
1.43)) 
fit1 <- laplace(logpoissgamma, 0.5, 10, 
datapar) 
datapar <- list(data = goals, par = c(1, 
0.5)) 
fit2 <- laplace(logpoissnorma
tapar) da
atd
0
fit3 <

datapar) 
r <- list(da ls, par

2)) 
fit4 <- laplace(logpoissnormal, 0.5, 10, 
datapa
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我々は４つの事前情報に対する４つのモデルにつ

いて、事後モード、事後標準偏差、log marginal 
densities（対数限界密度？）を表示する。 

p
fit3$mode, 
 
postsd <- sqrt(c(
fit3$var, fit4$var))
logmarg <- c(fit1$int, fit2$int, 
fit3$int, fit4$int) 
cbind(postmode, postsd, logmarg) 

      postmode    postsd   logmarg 
[1,] 0.5247821 0.1274428 -1.502965 
[2,] 0.5207796 0.1260714 -1.255170 
[3,] 0.5825327 0.1224715 -5.076322 
[4,] 0.4899378 0.1320168 -2.137214 
 
 log m(y)の値の利用によりベイズ因子を比較す

ることで違うモデルを比較することができる。もし

我々が事前γ（4.57, 0.7）をλに用いるか、正規分

(1, 0.5)を布

回答に

を Prior1 よりサポートすることができる。 

ଶଵܨܤ ൌ  
݉ଶሺݕሻ
݉ଵሺݕሻ

ൌ expሺെ1.255170  1.502965ሻ

ൌ 1.28 
 
正規事前情報(normal prior)へのサポートはわずか

である ― これは図 8.1 から納得できる。なぜな

ら Prior2 はわずかに尤度関数に近い。Prior2 と

Prior3 を比較すると、ベイズ因子は Prior2 を支持

して 

ଶଷܨܤ ൌ  ݉ଷሺݕሻ
݉ଶሺݕሻ

ൌ expሺെ1.255170  5.076322ሻ

ൌ 45.6  



これは Prior2 を大きく支持することを意味する。

れていて、

ータと prior と m3(y)の小さな値の対立を意味し

実際、尤度と Prior3 の位置は互いに離

デ

ている。Prior2 と Prior4 を比較すると、Prior2 を

支持するベイズ因子は 

ଶସܨܤ ൌ  
݉ଶሺݕሻ
݉ସሺݕሻ

ൌ expሺ

ൌ 2.42  
概して

െ1.255170  2.137214ሻ

ility 事前情報の限界確率(marginal probab
for a prior)は事前密度(prior density)がより散乱

するに伴って減少する。 

ポ

。

に選手の調子が上がって 期では

打率 常に上がり、調子が悪い時期は打率が下が

るものだ。選手の調子の波はさまざまである。ここ

での疑問はこの波のあるデータは、選手の能力の違

 

at-bats

分割するとする。i = 
1, ....N であるとき、i 番目の期間にヒットを打つ確

率（打率）を piとする。 
もしも選手が本当に一貫したプレーをするならば、

 
8.7 野球の打者は打撃に波があるか？ 
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ス ーツでは選手やチームの波のある活躍を見る。

野球の打者の成功は、平均打率やヒットの率である

シーズン中 いる次

が非

いを伝えるのかどうかである。

 野球では選手はシーズンごとに打席に立つチャ

ンスがあり、これを我々は打席数（ ）と呼

ぶ。打数は、ヒットかアウトに分けられる。あるシ

ーズンの打数をＮ個の期間に

打率はは期間を通して一定である。本書ではこれを

nonstreaky model （”波無しモデル”）M0と呼ぶ 
 
M0: p1 = ... = pN = p. 

n モデルを完結するためには、共通の確率(commo
probability)pに統一の事前確率（uniform prior）
(0, 1)を与える。 

pi
p ,...,p

݃  ൌ  

 一方でもしも選手の打率に本当に波があれば、ヒ

ットの確率 はシーズン中に変化する。この打率

の変化をモデル化する簡単な方法は、 1 Nはベ

ータ密度からランダムサンプルしたと仮定するこ

とである： 

ሺ ሻ
1

,ߟܭ൫ܤ ሺ1ܭ െ ሻ൯ߟ
 ሺ1 ,ሻሺଵିఎሻିଵ 0 ൏ ആషభ െ

൏ 1. 
  
密度gでは、η(eta)は平均でＫは精密パラメータ

(precision parameter)である。我々はこの”波有り

モデル”をパラメータＫによってインデックス化で

前確率(uniform prior)を平

についての知識がほとんどない

とMKを比較するためには、関連する

marginal densities周辺密度？

きる： 
 
MK : p1, ..., pN iid beta (Kη, K(1-η)). 
 
個のモデルでは統一事

均パラメータη(mean parameterη)の上に置き、

ランダム効果の分布(random effects distribution)
の位置（location）
ということを反映している。正確パラメータ K が

無限大に近づくために、”波有りモデル”MKは”波無

しモデル”M0に近づくことを注記しておく。 
 
 モデルM0

を計算する必要が

ある。モデルM0 ではヒットの数y1,...,yNは独立して

いてyiは二項分布（ni, p）である。pは一様分布(0, 
すると、周辺密度は以下である： 

ሺ1 െ ሻ ݀

ൌ  ෑ ቀ
݊
ݕ

ቁ ܤ ൭ ݕ  1,
ே

ୀଵ

ሺ݊

ே

ୀଵ

ே

ୀଵ

 1 ൱

1)と
 

݉ሺݕሻ ൌ  න ෑ ൬
݊

ݕ
൰ ௬ ି௬

ே

ୀଵ

െ ݕ ሻ  . 

もう一つの”波有りモデル”のもとでは、周辺密度は 
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以下で与えられる： 



݉ሺݕሻ

݊ ௬
ே

ൌ  න ෑ ൬ݕ
൰  ሺ1

ୀଵ

െ ሻି௬ 
ఎିଵ ሺ1 െ ሻሺଵିఎሻିଵ

,ߟܭሺܤ ሺ1ܭ െ ሻሻߟ
ே݀…ଵ݀

ൌ  ෑ ቀ
݊
ݕ

ቁ න
∏ ݕሺܤ  ,ߟܭ ݊ିݕ  ሺ1ܭ െ ሻሻேߟ

ୀଵ
,ߟܭሺܤ ሺ1ܭ െ ሻሻேߟ

ଵ


݀

ே

ୀଵ

 ߟ

 
 ”波有りモデル”HK をサポートして”波無しモデ

ル”H0と比較するベイズ因子は以下で与えられる： 

ܤ ൌ  
݉ሺݕሻ
݉ሺݕሻ

ൌ  1 , ∑ሺn୧ െ y୧ሻ  1ሻ
1

Bሺ∑ y୧
න ,ߟܭሺܤ ሺ1ܭ െ ሻሻேߟ

∏ ݕሺܤ  ,ߟܭ ݊ିݕ  ሺ1ܭ െ ሻሻேߟ
ୀଵ

ଵ
 


dη

をベイズ因子 BKの積分計算

に用いる。はじめに積分の中の変数ηを変換して真

に価値のある変数θ=log(η/(1-η))にする。Ｒ関数

lbeta はベータ関数の対数を計算するのでこれを用

いて bfexch を定義し、積分の対数を計算する。こ

の関数へは theta と data と K コンポーネントを持

 
bfexch = function(theta, datapar) { 
y = datapar$data[,1]; n = datapar$data[, 
2]; K = datapar$K 

(y)

 

から

0 を用

トする。 

 我々は関数 laplace

つリスト datapar（列ｙとｎのマトリクス）を代入

する。 

eta = exp(theta)/(1+exp(theta)) 
N = length  
z = 0*theta; 
for (i in 1:N) 
   z = z+lbeta(K * eta + y[i], K*(1-eta)
+ n[i] - y[i]) 
z = z-N*lbeta(K*eta, K*(1-eta)) + 
log(eta * (1-eta)) 
z = z - lbeta(sum(y) + 1, sum(n-y)+1) 
return(z) 
} 

 
とある値、たとえば K0、におけるベイズ因子 BK
を計算するには、我々は代入関数 bfexch とともに

laplace関数 を用いる。スタートとしてη=0
を 10 回繰り返し、値 Kはじめて Newton 法

いて datapar をリス

s = laplace(bfexch, 0, 10, list(data = 
data, K = K0)) 
 

リスト s は laplace 関数のアウトプットである。要

素

値であ

s$int はベイズ因子の対数値、logBK、を推定し

る。 

プに陥った。 

打者は１ゲームで 4－5 回

か打席に立 め、波を検出するのは困難で

ードでは打撃データを読み込みそ

regroup 関数を用いて 5 ゲームごとにまと

め タを作成した。 

のために、laplace 関数

bfexch で定義された log 積分の定義を用いてベ

例ではベクトル logK は

、ベクトル logBF はベ

スは logK、

、logBkの 。 

length(logK)){ 
fexch, 0, 10, list(data = 

ata1, K = exp(logK[j]))) 

た
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 この方法を描写するために我々はヤンキースの

Derek Jeter の２００４年の打撃データを使用す

る。彼は 2004 年の前半にスラン

 ジータが出場した 155試合のデータを集計した。

よって N = 155 とする。

し たないた

ある。そこで我々はデータを５ゲームごとにまとめ

た。オリジナルのデータは jeter2004にまとめて

。以下のＲコある

れから

たデー

 
data(jeter2004) 
attach(jeter2004) 
data = cbind(H, AB) 
data1 = regroup(data, 5) 

 
マトリクス data1 はグループ化した打席データ(yi, 
ni), i = 1,...,31,  ここで i 番目の期間の中での打

席数 ni回のうちジータが売ったヒットの数が yiで

ある（表 8.1）。 
 
 我々は logK の値の数列

と

イズ因子を計算する。この

値 log(K)= 2,3,4,5,6 を持ち

イズ因子 logBKの値を持つ。マトリク

Ｋ 値をとる

 
logK = seq(2,6) 
logBF = 0*logK 
for (j in 1: 
s = laplace(b
d

コメント [LE2]: なぜか関数が機能しな

い！ 



logBF[j] = s$int 

cbind(logK, exp(logK), logBF, 
exp(logBF)) 

     logK                 logBF            
[1,]    2   7.389056 -2.9441184 0.05264845 
[2,]    3  20.085537  1.0482050 2.85252615 
[3,]    4  54.598150  1
4,]    5 148.413159  0.

} 

 

.4380139 4.21232144 
8160940 2.26164853 

    6 403.428793  0.3538978 1.42460960 

BK = 4.21 というデータに

は”波無しモデル”よりも 4 倍も

がある

計学の基本的な問題は、二つのカテゴリカルな

計 士の関係を探ることである。これを描写する

。結果は分割表 8.2 のとおり

ある。 

み、関数 chisq.test によって独立仮説を

ストする： 

177 

-squared = 6.9264, df = 2, p-value = 0.03133 

g message: 

値は約 0.03 であり、成績はは課外活動

るという証拠の一部と

2 つのモデルが可能である。

は独立してい

、モデル MDは２つの変数はある意味

モデルを

れらのデータはターゲットの母

、テーブルにあるカウント数は比率値が表 8.3 に

る値をとることができ、我々は事前密度

あ

[
[5,]
>  
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アウトプットから見えるのは logK = 4 の値は関係

するベイズ因子である

よって最も支持されているということである。この

に波ありモデル特

っともらしい。このことはジータは打撃に波

ことを示している。 
 
8.8 ２ｘ２分割表の独立性の検定 
 統

測同

ために Moore(1995)にある、ノースカロライナ州立

大学が実施した化学工学専攻の生徒が履修したあ

るコースでの成績の例合を考える。研究者は課外活

動に費やした時間とコースの成績との関係に興味

があった。データは 119 人の生徒から２つのカテ

ゴリについて採取した

で

 
表８．２ 
 
学生の課外活動への参加と成績との関係を学ぶた

めに、独立性の検定を行う。通常の非ベイジアンア

プローチでの独立性の検定では、Pearson のχ2 乗

統計量に基づいて行われる、これは観察されたカウ

ントと期待されたカウントを独立モデルの下で比

較して行うものである。Ｒでは、カウントのテーブ

ルを読み込

テ

 

P
data = matrix(c(11, 9, 68, 23, 3, 5), 

c(2,3)) 

data 
     [,1] [,2] [,3] 
[1,]   11   68    3 
[2,]    9   23    5 
chisq.test(data) 
    Pearson's Chi-squared test 
 
data:  data  
X
 
Warnin
In chisq.test(data) : Chi-squared approximation may be 
incorrect 
 

pここでは

に費やした時間に関係があ

なる。 
 ベイズの視点からは、

モデルＭIは 2 つのカテゴリカル変数

るといもので

で依存しているというものである。ベイズ

描写するために、こ

集団からのランダムサンプルを表していると仮定

し

しめしたような多項分布であるとする。依存モデル

MD のもとでは、比率値 p11,...,p23 は合計が１にな

るあらゆ

（prior density）は空間上に一様に分布すると仮定

する。 
 独立モデルMIのもとでは、表内の比率は表 8.4
にしめすような周辺分布{p1+, p2+}と{p+1, p+1, p+3}
によって決定される。ここでは未知のパラメータは

学生が異なった課外活動レベルを持っている比率

と異なった成績を取っている比率である。我々は、

知っているこの２セットの比率{pi+}{p+j}は独立で

ると仮定し、それぞれのセットに一様な密度(a 
uniform density over all possible values)を与える。

 我々は２つのモデルを定義した：依存モデルMD
は多項比

 

率(multinomial proportions)が一様に分

布しており、独立モデルMIは多項比率は独立な構



成であり周辺比率(marginal proportions)は振り分

けられた独立な一様事前分布？(uniform priors)に
等しい。 
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依存モデルよりも独立モデルを支持するベイズ因

子は、以下のように見えるだろう： 

ܨܤ ൌ
ݕሺܦ  1ሻܦሺ1ோሻܦሺ1ሻ

ோݕሺܦሺ1ோሻܦ  1ሻܦሺݕ  1ሻ 

y は数のマトリクス、yR は行トータルのベクトル、

yC は列トータルのベクトル、1R は長さＲのベク

トル、D(v)は以下で定義される Dirichlet 関数であ

る： 
 

ܦ ߭ ൌ ෑ ሺ߁/ሺ߭ሻ߁ ߭ሻ

R関数ctableはこの２ｘ２分割表のベ

ሺ ሻ  

イズ因子を計

算する。ユーザーは確率のマトリクスのために事前

パラメータのマトリクスであるaをインプットす

る。マトリクスaを手に入れることによって、依存

モデルのもとでは一様事前情報(a uniform prior)
を{pij}に与え、一様事前情報(uniform priors)を{pi+}
と{p+j}に与える。この問題のアウトプットはベイズ

因子の値である。ここではＢＦ値は 1.66 であり、

れは独立に反対するには控えめな支持である。 
 a = matrix(rep(1,6), c(2,3)) 

 a 

     [,1] [,2] [,3] 
,]      1 

こ

[1   1    1
[2,]    1    1    1 
> ctable(data, a) 
[1] 1.662173 
 
 我 々 は 分 割 表 に お け る ”uniform”
と”independence”モデルを比較している。この方

法への批判としては、我々は本来は”uniform”な代

替モデルには興味はないかもしれないことである。

おそらく我々は独立性”independence”と、セルの

確率が“独立に近い(close to independence)”モデ

ルとを比較したいのだろう。そのようなモデルは

)によって提唱された。分割

a conjugate Dirichlet 
Albert and Gupta(1981
表 の 確 率 {pij} は

distribution(共役デリヒレット分布) 

݃ሺሻ ן  ෑ 
ఎೕିଵ 

であると仮定する。ただし事前平均(prior means) 
 は独立配置{ߟ}

ߟ ൌ ߟ 
ߟ

 
を満たす。 
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prior meansの構成は表 8.5 の例にあるとおりであ

る。margins {ߟ
}と {ߟ

}のprior meansのベクト

ルは一様分布が割り当てられる。 
このモデルはMK とラベルされる、というの

はDirichlet precision parameter(デリヒレット精

度パラメータ？) であるKによってインデックス

化されるからである。Kは無限大に近づくため、モ

obabilities（限界確率？）は一様分布をする。 

表 8.5：独立に近いモデルの下でのテーブルのセル

確率の事前平均（prior means）。 

独立モデル MI よりも“独立に近い”モデル MK を

サ するベイズ因子(Bayes factor)は以下で与

 



デルは独立仮説MIに近づく。そこではmarginal 
pr
 

 
 

ポート

えられる： 

ܨܤ

ൌ  
1

ோݕሺܦ  1ሻܦሺݕ  1ሻ
න

ߟߟܭሺܦ  ሻݕ
ሻߟߟܭሺܦ

 ߟ݀ߟ݀

素直なベイズ因子の計算方法は重要サンプリン

ここでߟܭߟ  ߟܭ}は値ݕ
ߟ

  }のベクトルでݕ

あり、その積分は・marginal prior means である

ߟ ൌ ሼߟ
ሽとߟ ൌ ሼߟ

ሽにとって代わられる。 
 
 
 



グ(importance sampling？)によるものである。ベ

イズ因子は以下の積分で表現できる： 

ሺ ሻ  

g(θ)（ただし g は簡単にシミュレー

できる）によって要約できると仮定すると、積分

は以下と書ける： 

ܨܤ ൌ න
݄ሺߠሻ
݃ሺߠሻ

ܨܤ ൌ න ݄ ߠ ߠ݀

ただしߠ ൌ ሺߟ,  。ሻであるߟ
 積分は密度

ト

݃ሺߠሻ݀ߠ 

積分は以下として近似 る： 

∑ ݄൫ߠ ൯/ ݃൫ߠ ൯

でき

ܨܤ ൎ 

ୀଵ 

݉  

明？）である。こ

ただしθ1,...θmは独立にシミュレートされたg(θ)
からの draws（意味不 の

portance sampler estimate?のシミュレーショ

の標準誤差は以下で与えられる： 
im
ン

P180 

݁ݏ ൌ ሺሼ݊݅ݐܽ݅ݒ݁݀ ݀ݎܽ݀݊ܽݐݏ
݄൫ߠ൯
݃൫ߠ൯

ሽሻ/√݉ 

 この例では、Ｋは無限大に近づくので、marginal 
prior means ߟとߟ の ベ ク ト ル の 事 後 分

布?(posterior)は独立なものとして以下で示され

る： 

1ሻ 
ここで、ベクトルηに関する Dirichlet 分布は

∏ η୧
ୟିଵ に比例する密度を持つ。この密度は

importance sampler ては便利な選択である、

awsをシミュレー

トするのが簡単だからである。 
 
 importance sampling のアルゴリズムを用いて、

をインプッ

ト 。アウトプットは bf（ベイズ因子の値）と

nse（計算されたＢＦ値の標準偏差の推定値）の２

つの要素からなるリストである。 
 

を計算する。そのアウトプットは

の値と、

0 回シミュレーションの結果を示している

ＲのSemiParパッケージにある関数spmを用い

て推定エラーを取り除いた）。このベイズ因子の最

 
ோݕdistributed Dirichletሺߟ

 1ሻ, ݕdistributed Dirichletሺߟ



とし

といのもDirichlet分布からのdr

関 数 bfindep は こ の 対 立 す る ”close to 
independence”モデルを用いてベイズ因子を計算

する。データマトリクス y、Dirichlet 精度パラメ

ータ K、シミュレートしたサンプル m
する

 以下のＲのインプットでは、我々はlogK値の数

列のベイズ因子

logベイズ因子 logKの値のベイズ因子を出

す。図 8.2 はlogKの関数としての対数ベイズ因子と

10,00
（

大値は 2.3 で、独立モデルの近所にある対立モデル

へのサポートを示唆している。 
 
logK = seq(2, 7, by= 0.2) 
logBF 
for(j in 1:length(logK)) + {x = 

$bf)} 

    logK      logBF           
1756285 

 [3 4303580 

 
 

16,]  5.0  0.7282715 2.0714969 
7,]  5.2  0.6791026 1.9721072 

= 0*logK 

bfindep(data, exp(logK[j]), 100000); 
logBF[j] = log(x
cbind(logK, logBF, exp(logBF)) 

 
  
 [1,]  2.0 -1.7393843 0.
 [2,]  2.2 -1.0494239 0.3501394 

,]  2.4 -0.8431378 0.
 [4,]  2.6 -0.1796282 0.8355808 
 [5,]  2.8 -0.2013881 0.8175951 
 [6,]  3.0  0.2131446 1.2375636 
 [7,]  3.2  0.3621546 1.4364210 
 [8,]  3.4  0.7901360 2.2036961 
 [9,]  3.6  0.6935077 2.0007212 
[10,]  3.8  0.7545760 2.1267096 
[11,]  4.0  0.7593722 2.1369342 
[12,]  4.2  0.8172366 2.2642341 
[13,]  4.4  0.8019619 2.2299114 
[14,]  4.6  0.7977221 2.2204772
[15,]  4.8  0.7688568 2.1572986
[
[1
[18,]  5.4  0.6143356 1.8484281 
[19,]  5.6  0.5609184 1.7522811 
[20,]  5.8  0.4966223 1.6431618 
[21,]  6.0  0.4359152 1.5463776 
[22,]  6.2  0.3781691 1.4596098 
[23,]  6.4  0.3257384 1.3850530 
[24,]  6.6  0.2782086 1.3207617 
[25,]  6.8  0.2351368 1.2650818 
[26,]  7.0  0.1988317 1.2199766 
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