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1 次の等式を証明せよ

{f(x)g(x)}(n) =
n∑

k=0

nCkf (n−k)(x)g(k)(x)

(*なお、f(0)(x) = f(x), g(0)(x) = g(x) と定める)。

(解答)数学的帰納法による。n = 1のとき、

{f(x)g(x)}′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

より、明らかに成り立つ。次に、n = j での成立を仮定する。すなわち、

{f(x)g(x)}(j) =
j∑

k=0

jCkf (j−k)(x)g(k)(x)

が成立するとする。このとき、両辺を微分すると

{f(x)g(x)}(j+1) =
j∑

k=0

jCk

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x) + f (j−k)(x)g(k+1)(x)

}

(右辺) =
j∑

k=0

jCk

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x)

}
+

j∑
k=0

jCk

{
f (j−k)(x)g(k+1)(x)

}

=
j∑

k=0

jCk

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x)

}
+

j+1∑
k=1

jCk−1

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x)

}

=

{
f (j+1)(x)g(0)(x) +

j∑
k=1

jCk

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x)

}}
+

{
j∑

k=1

jCk−1

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x)

}
+ f (0)(x)g(j+1)(x)

}

= f (j+1)(x)g(x) +
j∑

k=1

j+1Ck

{
f (j−k+1)(x)g(k)(x)

}
+ (x)g(j+1)(x)

=
j+1∑
k=0

j+1Ckf (j+1−k)(x)g(k)(x)
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より、n = j + 1のときも成立することがいえた。よって、数学的帰納法により、題意は示された。
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