記号論理学（水５　野矢）シケプリ

文責　内門智弥

中間提出ナシでいきなり最終提出になってしまい申し訳ないです。そのお詫びといっちゃあアレなんですが多少詳しくしたつもりです。「入門！論理学」「論理学」の本の内容も記述を要約しつつ（パクりつつ）踏み込んでみたので授業の理解の手助けになればと思います。それから科目の性質上簡単に説明しようと思ってもどうしても理解しづらい言葉を使わざるを得ない場面が多々あるのでその辺は頑張って噛み砕いて下さい。
シケプリにはプリントに沿ったテーマの解説（ノートの内容中心に）、プリントにある問題の解答を主に載せます。ただ大前提授業プリントはもっといて下さい。授業プリントとシケプリ合わせて見てもらえばと思います。
試験に関しては持ち込み不可、たぶん９０分　直観主義はあまり出ない・・・ハズ
試験問題はプリントの練習問題みたいな感じらしい。そもそもプリントの問題は一部去年の過去問だったりするみたいです。

古典命題論理と古典述語論理のとこやっとけばとりあえず可はくるんじゃないか？
1　論理学とは何か？
推論の正しさ

推論の正しさは前提と結論の関係によってのみ正誤が判断される。

例

　河内は女性である

　女性はかわいい

　だから河内はかわいい

前提が間違いでも結論が正しくなることもある。（河内がかわいいことを客観的に証明することはできないが）推論では前提の正誤は無視し前提を認めたときに必ず結論が導かれる（難しく言えば導出される）かどうかでその正誤が判断される。「必ず」がポイントで前提から絶対確実なことを述べているかが重要となる。上の例では結論は正しくなったが、結論が間違っていても前提から必ず言えることを述べているのであれば、推論としては正しいということになる。逆に、
　パ長はA型だ

　A型は几帳面な人が多い
　だからパ長は几帳面だ

という推論は前提から確実に言えることを述べているわけではないので、推論としては間違っていることになる。そもそもこのように予想の混じったものは推論ではなく推測と呼ばれる。とにかく推論として（演繹として）正しいかどうかは前提から絶対確実に言えることを述べているかによるのである。

では推論の正誤に関わる言葉のポイントはなんなのか。
例
野々村はみとしの兄である

有海はみとしの子供である

それゆえの野々村は有海の伯父である

この推論では野々村やらみとしやら有海やらという固有名詞は関係なく「兄」「子供」「伯父」という言葉の関係によってのみ正誤が判断されることになる。この推論の骨組みだけを取り出して考えると
　AはBの兄である

　CはAの子供である

　それゆえAはCの伯父である　　　（A,B,Cは他の名詞に代替可能）

となる。このように推論の本質を構成する言葉を論理定項という。推論の正しさはこの論理定項を取り出して形式化して考えたとき、論理定項の意味に注目して前提から確実に言えることを述べているかどうかで決まる。
最初の例の推論では「河内」「女性」「かわいい」という言葉とは無関係にA=B,B=C,それゆえA=Cという形式によってのみ正誤が決定される。つまりここではその形式が論理定項である。
ここで論理学の全体像をちょっと俯瞰してみよう
論理学の諸相

論理学は論理定項の違い、その論理定項に対する意味づけの違い、その意味付けに対する表現の違いの3つによって細分化される。

　論理定項の違い　　　どんな言葉を論理定項とするのか　ではない、かつ、または、ならばを扱うものは命題論理と呼ばれ、それに加えてすべて、あるを扱うものを述語論理と呼ぶ。親族関係を論理定項とした論理学も考えられる。

　意味づけの違い　　　排中律を認める古典論理やそれを認めない直観主義論理など
　表現の違い　　　　　どの公理系で表すか　自然演繹は否定、選言、連言、条件法の導入則と除去則に基づいた公理系　
２　否定の意味
ここでは論理定項として最も基本的であると考えられる否定について考えていく

否定とは何か？

　「A」という肯定形の主張はある事実が成り立っていることを描写したものである。たとえば「机の上にりんごがある」という主張。そのまま机の上にりんごがある絵が思い浮かぶ。では「Aではない」という主張は何を描写しているのか。「机の上にりんごがない」を絵にするとしたら机を描いて後は何も描かないで置くのが普通か。では「机の上にみかんがない」は？「机の上に無限の世界が広がっていない」は？・・同じ絵になりそう。じゃあわかりやすくしようってことでりんご描いてから×印をつける。ここで突然問題の核心なんだがこの×こそが否定そのものというわけ。つまり×、否定ってのは何かを描写したのではなく「A」という主張が間違っていると言いたてることにほかならない。「Aではない」と正しく主張できるのは「A」と主張すると間違いになるときである。
より詳しく知りたい人は「入門！論理学」の二章を熟読して下さい。
排中律をめぐる問題

排中律＝「Ａ∨￢Ａ」という論理命題。（￢は否定を、∨はまたはを表す）たとえば「明日地震が来るか来ないかのどちらかである」など　一見すべてにおいて成り立ちそうだが、排中律が成り立たない例も存在するという主張もある。排中律を認める立場を古典命題論理、認めない立場を直観主義論理という。
・排中律が成り立たないケース
1 あいまいな概念を扱う場合
例：赤とだいだいの境目ぐらいの色について「この色は赤であるかないかのどちらかである」みたいな。
2 そうなのかどうか実証できない場合
例：太郎が勇気を試される場面に一度も遭遇したことがないときの「太郎は勇気がない」という命題
⇒「太郎は勇気がある」とも「太郎は勇気がない」とも言い切れない。（だがいつか勇気を試される場合に勇気があるかないかのどちらかなんだから排中律が成り立つという考え方もある）
例：πの小数展開に７が10連続するところがある。
⇒実際に出てきたことはないけどこの先出てこないという証明もできない。（これについても結局、あるかないかのどちらかだから排中律は成り立つという考え方もある）
排中律を認める立場の人はすべての物事は正しいか間違っているかのどちらかだ、と考える。勇気のような人間が観察するチャンスがあるかどうかにその存在が関係するようなものは取り扱わない。つまりその存在に人間の認識が関わらない。あたかも神の視点から物事を眺めているように捉える。（上記の例のかっこ内の考え方）こういった観点から排中律を認める立場（古典命題論理）を「神の論理」と考えることができる。一方排中律を拒否する立場（直観主義論理）は「人間の論理」と考えられる。
排中律を認める立場＝実在論＝古典論理＝神の論理
排中律を認めない立場＝反実在論（構成主義）＝直観主義論理＝人間の論理
２・３古典論理と直観主義論理の否定のとらえ方
古典論理のとらえ方・・・「Ａ」か「￢Ａ」
直観主義のとらえ方・・・「Ａ」か「￢Ａ」か「Ａとも￢Ａとも言い切れない」
　直観主義論理では「A」はAと証明されたもの、「￢A」はAではないと証明されたもの、「Aとも￢Aとも言い切れない」はAとも￢Aとも証明されていないものを指すことになる。
だから「￢￢Ａ→Ａ」（二重否定取り）というのは古典論理では成り立つが、直観主義論理では成り立たない。｢A｣や｢￢A｣の他に｢￢￢A｣という別の概念が存在してA≠￢￢Aとなるから。もうちょっとわかりやすい解説を
　そもそも二重否定は「（Aではない）ではない」（＝「Aではない」が間違った主張となる）と解することができる点を押さえる。その上でA＝内門に勇気がない　として考えてみる。
　「内門に勇気がない」という主張が間違っているといえるのはどういうときか。それは内門が勇気を人に示したときはもちろんだが、勇気があるかを示していな場合にも「勇気がない」という主張は間違っていることになる。とすれば「（内門に勇気がない）ということはない」という主張は必ずしも内門に勇気があることをしめしてはいない。（けっこうわかりづらいけど何度も読めば分かるハズ）
とまあずいぶん長く述べてはみたもののこの辺は相当試験に出しづらい分野なのでおそらくあまり試験には出ないでしょう。もし出ても推論として正しいかどうかの判定くらいのモンだと思います。要は試験的にはこれから先が重要というわけですね。特にこれから扱うのは古典命題論理のほうが中心なので、排中律やら二重否定やらの古典命題論理と直観主義論理の違いあたりはあんまわかってなくても多分何とかなります。
プリントの問題の解答（ｐ１～４）
問題１

（１）正しい（２）誤り（３）誤り（４）正しい

（1） の説明
形式は
ＰでないならばＱである
ＱであるならばＰである
だからＰである
⇒Ｐでない→Ｑである→Ｐである、となっているから明らかに矛盾。ってことは「Ｐでない」という仮定が間違ってるからＰであるということ（背理法）
（2） の説明
形式は
ＰはＱである
ＲはＰでない
だからＲはＱでない
⇒「パ長は人間である。シケ長はパ長ではない。だからシケ長は人間ではない」って例を考えれば間違ってるのは当然
（3） の説明
形式は
ＰにはＱなものがいる
ＲはＰである
だからＲはＱである
⇒「東大生にはキモい人がいる。パ長は東大生である。だからパ長はキモい」ってのが間違いなのは明らか(であることを祈る)
必ず成り立たないといけないってことに注意！！
（4） の説明
形式は
ＰならばＱという関係がある
ＡとＢのあいだでＰが成り立つ
だからＡとＢのあいだでＱが成り立つ

図式化するのが実は難しい問題だけど東大に入る日本語力があれば正しいことはわかるハズ
問題２
（１）ｇ（２）ｆ（３）ｃ（４）ｂ
問題１のように論理定項を取り出して考えれば分かるでしょう。

ちなみに（a）は「￢AならばB、AならばB、よってB」という形式で正しい推論（排中律を前提とする構成的両刀論法）、（ｄ）は「AはB、CはA、よってCはB」という形式で正しい推論、（e）は「Pの中にはQがいる、PはRである（RがPを包含）、よってRの中にはQがいる」という形式で正しい推論
問い

上記参照

問題３

（１）兄、子、伯父

（２）女優、俳優
問題４（解答例）

（１）パ長は大学生かまたは大学生でない

（２）（離婚したことがあるなら結婚したことがある）かつ結婚したことがない→離婚したことがない

３　古典命題論理の論理定項の意味規定
論理定項の意味規定

最初に言葉の定義をしておきます。

論理命題＝一つの命題から成り立つ必ず正しい命題のこと（矢印「→」を含まない）
推論規則＝二つの命題の関係を正しく述べた推論の形（Ａ→Ｂみたいな「→」含むやつ）
古典命題論理では４つの論理定項（￢、∨、∧、⊃）を扱う。

￢を否定子、∨、∧、⊃を結合子、すべてまとめて命題演算子と呼ぶ

ではどのように古典命題論理における論理定項を規定するのか？

　→その論理定項の導入則と除去則によって意味を規定
　　導入則　　その論理命題はどのようなときに言えるのかに注目
　　除去則　　その論理命題を仮定したときにどのようなことが言えるのかに注目
少し具体的に考えましょう。わかりやすいので連言を例にとります。

　A∧Bはどのようなときに言えるか？少し考えれば分かると思います。要はAが言えてBも言えればA∧Bが言えるわけです。ではA∧Bが言えるときにどんなことが言えるのか？当たり前すぎて恐縮ですがAが言えてBが言えるわけです。まとめると

　　A、B→A∧B（連言の導入則）

　　A∧B→A、B（連言の除去則）

　こうやって論理定項一つ一つに導入則と除去則を与えていくと自然演繹の公理系が出来上がるわけです。

他の導入則、除去則もプリント見ればわかるくらい当たり前な感じなので、もしわかんなかったら聞いてください。それと試験にでるのはこの自然演繹の公理系から定理を証明するとこらへんがメインと思われるので理解できなくても丸暗記でたぶん大丈夫です。

　注意点をいくつか
・￢とりは直観主義論理では成り立たない（シケプリ前ページ参照）が、￢入れは直観主
　義論理でも成り立つ。￢入れというのは否定の定義そのものであり排中律を経由してい
　ないから。直観主義論理では排中律の捉え方は古典命題論理と異なるが、否定のもともとの定義は同じである。
· A→BとA⊃Bはほぼ同じとみなしてよい。ただし形の上ではA→Bは推論式（論理式相互の関係を表す）、A⊃Bは論理式（命題変項と論理定項からなる）なので注意　ちなみに→は論理定項ではないよ

· A∨Bはどちらかが成り立っていれば言えるので、どちらかが既に言えるのならもう一方には何を入れても成り立つ。これが∨入れの考え方　ただ無関係なものを放り込むのは違和感あるが

· ならばの否定について

問題１０を使って考えてみよう。まず否定というのはある主張を仮定したときに矛盾が導かれるときに導入できるものである。よって「半値になっているなら太郎はその弁当を買う」という主張と矛盾するものを考えればよい。②について　「半値なら買う」はどうも「半値でないなら買わない」という意味をを含んでいそうだが、実際はそうではなく、半値でないときについては言及していないので買おうが買うまいが矛盾は起きない。③について　一見矛盾のように見えるが、「半値になっているなら太郎は弁当を買う」と「半値になっているなら太郎は弁当を買わない」は半値になっているならば矛盾になると述べているだけ。　「半値になっている」と仮定すると、この仮定のもとで「太郎は弁当を買い、かつ買わない」となり矛盾が導かれて背理法により仮定が否定されてしまうので、「弁当は半値になっていない」ことになる。すると②と同じように半値でないなら矛盾はおき得ないことになる。というわけで正解は①になる。つまり大前提半値であってかつ弁当を買わないときのみが矛盾を生じさせる。
形式化すると、

￢（A⊃B）≡A∧￢B

となる。これはA⊃Bの反例でもある。

プリントの問題の解答（ｐ５、６）

問題５

A→￢￢A　では￢２個を同時に取り付けることしかできないので￢Aを導き出せず否定を導入できないから。

問題６

上記参照（２・３あたり）

問題７

時間的順序は古典命題論理で扱える範囲を逸脱しており無視される。古典命題論理は言葉の意味の核だけを取り出して記号化したものである。よって問題のA,Bをそれぞれ
　A=服を脱ぐ

　B=風呂に入る

とすると、A∧Bが表しているのは「Aという行為とBという行為両方を行った」ということだけでありその順序には言及していない
問題８
￢（A∨B）を前提とする

Aを仮定する（背理法の仮定）

そこからA∨Bが導ける（∨入れ）

これと前提から￢（A∨B）∧（A∨B）（∧入れ）

矛盾

よって仮定を否定して￢A（背理法）

同様にBがいえる

したがって￢A∧￢B（∧入れ）

問題９

①￢（A∨￢A）　　　背理法の仮定
②￢A∧￢￢A　　　　①と問題８の定理（ド・モルガンの法則）
③￢￢A　　　　　　　②と∧とり
④￢A　　　　　　　　②と∧とり

⑤A　　　　　　　　　③と￢とり

⑥A∧￢A　　　　　　④、⑤と∧入れ

⑦￢￢（A∨￢A）　　①、⑥と背理法

⑧A∨￢A　　　　　　⑦と￢とり
問題１０

上記

４　自然演繹の公理系で論理法則を証明する
先に問題９で証明やっちゃったんですがまあこれから本格的に証明やるんで問題９は後で見直して納得してもらえればいいかなと思います。

公理系で証明するとはつまり論理法則を体系化することである。つまり無限にある論理法則を有限の公理系から出発して証明していくことである。今回その出発点は否定、選言、連言、条件法の導入則、除去則からなる自然演繹の公理系となる。自然演繹以外の公理系であっても良いわけだがそれには公理系の健全性と完全性が問題となる。・・のだがここらへんはちょっと置いといてまず自然演繹を使った証明をやっていきましょう。
ここで証明の際の重要なポイントとコツを少しばかり（いきなり見ても分からないと思うから実際に問題を解きながら参考にしてください）
· 使っていいのは問題の前提（→の前の部分）と自然演繹の公理系（LPと呼ぶ）のみ
· 証明の際には各行の最初に番号をふる

· 先に前提を書く

· 前提が複数あるときは一個一個分けて書く（行を変える）

· 左に論理式、右に説明を添える

· 背理法をキメるときは一度否定子をつけるのを忘れずに（￢Aを仮定して矛盾を導けたときはいきなりAに飛ぶのではなく￢￢Aをはさんでから￢とりでAを導く）

· 証明の方針は結論を見て決める（A∧Bを証明したいなら∧入れを考えろ！）
· それでダメそうなときは背理法を使うことを考える

· 前提が選言の文のときはどちらにせよ論法（A∨B、A⊃C、B⊃C→C）を使うことを視野に入れる

· 連言はとりあえず∧とりで分解

· かっこの使い方に注意（否定子以外の論理定項が使われている論理式に論理定項をさらに付加する場合かっこをつける。　これじゃ意味わかんないかもしんないけど慣れればわかるようになるので大丈夫なハズ）

· 公理系に忠実に！（例えば￢￢A∧BからすぐにA∧Bを導くのは誤り。　￢とりはあくまで￢￢AからAを導いてよいというものであって∧がついてる論理式では適用不可。　実際にこれを証明するときは一度∧とりでばらす必要アリ）

とにかく証明は一度自分で手を動かして慣れていくことが一番大事では。一応野矢氏によると証明を一から構築させるような問題は出さないとのことでしたが、ある程度自分で証明の見通しが立てられるくらいのほうがスラスラ解けると思います。
プリントの問題の解答（ｐ７，８）
問題１１

（１）部屋には太郎または花子がいない

（２）居間にも寝室にも太郎はいない

（３）二回ド・モルガンを使うことがポイント。
A・・居間に太郎がいる　B・・寝室に太郎がいる　C・・居間に花子がいる　D・・寝室に花子がいる
とすると（３）は（A⋀C）∨（B⋀D）。
この否定だから￢{（A⋀C）∨（B⋀D）}＝￢（A⋀C）⋀￢（B⋀D）
＝（￢A∨￢C）⋀（￢B∨￢D）
＝居間に太郎と花子のどちらか少なくとも一人がおらず、かつ寝室に太郎と花子のどちらか少なくとも一人がいない。
問題１２（解答のみ）

（１）誤り（２）正しい

問題１３

（1）
方針・・・￢Aがあるってことは否定導入則を使うのだろう→Aを仮定→A⊃Bが使える
（証明）
1 A⊃B　　　　前提
2 ￢B　　　　　前提
3 A　　　　　　背理法の仮定
4 B　　　　　　①と③
5 B⋀￢B　　　　②と④
6 ￢A　　　　　③と⑤と背理法
（2）
方針・・・A⊃CってことはAを仮定したらCがなりたつということだから、とりあえずAを仮定
（証明）
1 A⊃B　　前提
2 B⊃C　　前提
3 A　　　　⊃入れの仮定
4 B　　　　①と③と集合とり
5 C　　　　②と④ととり
6 A⊃C　　③と⑤と⊃入れ
（３）
方針・・・結論を見て背理法思いつく→￢Bの仮定
（証明）
1 A∨B　　前提
2 A⊃B　　前提
3 ￢B　　背理法の仮定
4 A　　　①と③と選言除去
5 B　　　②と④と条件法除去
6 ￢B⋀B　③と⑤と連言導入則
7 ￢￢B　　③と⑥と背理法
8 B　　　　⑦と否定除去則
（４）

方針・・・結論が条件法の論理式だから素直に⊃入れを→Aを仮定

①　（A∨B）⊃C　　前提

②　A　　　　　　　⊃入れの仮定

③　A∨B　　　　　②と∨いれ

④　C　　　　　　　①と③と⊃とり

⑤　A⊃C　　　　　②と④と⊃入れ

問題１４

（１）

方針・・・とりあえず前提の∧を分解→￢とりでOK

①￢￢A∧B　　　　前提
②￢￢A　　　　　　①と∧とり

③B　　　　　　　　①と∧とり

④A　　　　　　　　②と￢とり

⑤A∧B　　　　　　③④と∧入れ

（２）

方針・・・結論から見て⊃入れだろ→どう∨をとるか

①￢A∨B　　　　　前提

②A               ⊃入れの仮定

③￢￢A　　　　　二重否定入れ　　←　A→￢￢Aの証明

④B　　　　　　　①③と∨とり　　　　　①A　　　　前提

⑤A⊃B　　　　　②④と⊃いれ　　　　　②￢A　　　　背理法の仮定

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　③A∧￢A　①②と∧入れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　④￢￢A　　①③と背理法
（３）（構成的両刀論法）
方針・・・結論から背理法の使用を決意→問１３（１）が使えるかも・・

①A∨B　　　　　　前提

②A⊃C　　　　　　前提

③B⊃C　　　　　　前提

④￢C　　　　　　　背理法の仮定

⑤￢B　　　　　　　③④と後件否定式(問１３（１）)

⑥A　　　　　　　　①⑤と∨とり

⑦C　　　　　　　　②⑥と⊃とり

⑧C∧￢C　　　　　④⑦と∧入れ

⑨￢￢C　　　　　　④⑧と背理法

⑩C　　　　　　　　⑨と￢とり

（４）

方針・・・正直これはかなりムズイのでは・・でも前提が選言文だからどちらにせよ論法を思いつけば・・
①A∨B　　　　　　前提

②A　　　　　　　　⊃いれの仮定

③B∨A　　　　　　②と∨入れ

④A⊃（B∨A）　　　②③と⊃入れ

⑤B　　　　　　　　⊃入れの仮定

⑥B∨A　　　　　　⑤と∨入れ

⑦B⊃（B∨A）　　　⑤⑥と⊃入れ

⑧B∨A　　　　　　①④⑦と構成的両刀論法（問14(３)）

自然演繹以外の公理系に関してはおそらくテストでも出ないのでスルーします

５　公理系の完全性

一応ここまでで自然演繹の公理系を用いて様々な論理法則を証明してきたが、果たしてこうして出来上がってきた論理法則の体系は欠陥なくうまくいっているのか？そもそも「うまくいっている」論理体系とは何なのか。
授業では「うまくいってる」論理体系、つまり完全な公理系を「ほしい論理法則をすべて定理としてもち、かつほしくない論理法則を定理として持たない」と規定した。

では「ほしい論理法則」とはなんだろうか。

例えばA∨B→Aは当然成り立ってほしくない推論規則（→つきのやつ）、A∨B→B∨Aは成り立ってほしい推論規則となる。ここでなぜA∨B→Aは「ほしくない」とされるのか考えたい。仮にこの推論規則を正しいと考えてみる。そうすると具体的な命題としてA＝酒井がパ長、B＝内門がパ長　を入れてみても正しくなるはずだが、結論は誤りとなる。前提が正しいのに結論が誤りとなるなら推論として誤りとなる。

ちなみにシケプリ冒頭で推論の正誤は前提、結論の正誤に関係なく前提と結論の関係に（前提から確実に言えることを述べているかに）よってのみ定まると述べたが、正しい前提から正しい推論を経て出される結論は必ず正しくなる。
このようにA,B（命題変項という）に具体的な命題を入れて前提が正しいのに結論が誤りとなる場合、この具体的な命題を反例と呼ぶ。ついでに論理式の命題変項に具体的な命題を　代入することを「論理式の解釈」と呼ぶ。
また推論規則ではなく論理命題（→ないやつ）でも反例を規定できる。正しい論理命題とは必ず正しくなる命題のことだから、それを間違いにしてしまうようなやつが反例となる。
ここで反例が存在する論理法則は「ほしくない」論理法則、逆に反例のない論理法則は「ほしい」論理法則と捉えることができる。反例の存在しない「ほしい」論理法則は「妥当な論理法則」と呼ばれる。
今考えたいのは「ほしい」と「ほしくない」をわけるのは何かってこと。そしてそれは反例が存在しないという意味での妥当性にほかならない。

では次にこの妥当性を調べるのに何かいい方法はないかってことを考える。

今私たちが扱っているのは古典命題論理であり、ある命題についてすべて正しいか誤っているか（今後はそれを「真」か「偽」で表す）に分けられるという考え方であった（つまり排中律を認める）。よって反例を見つける（＝妥当性を調べる）際には命題の真偽のみでそれを見つけることができる。ここで用いられるのが真理表であり、命題変項に真偽を割り振って命題を解釈する。
真理表では真を１、偽を０で表す。

以下、古典命題論理の論理定項それぞれの真理表を示す。理解できなかったら丸暗記でも問題ないと思われる。てかならば以外は当たり前だから大丈夫なはず

否定　　　　　　　　　　選言　　　　　　　　　　　　連言

　　　A　　￢A　　　　　　　　A　　B　　A∨B　　　　　　A　　B　　A∧B

　　　１　　０　　　　　　　　１　　１　　　１　　　　　　１　　１　　　１

　　　０　　１　　　　　　　　１　　０　　　１　　　　　　１　　０　　　０

　　　　　　　　　　　　　　　０　　１　　　１　　　　　　０　　１　　　０

　　　　　　　　　　　　　　　０　　０　　　０　　　　　　０　　０　　　０

条件法

　　　A　　B　　A⊃B

　　　１　　１　　　１

　　　１　　０　　　０

　　　０　　１　　　１

　　　０　　０　　　１

プリントも見ればわかると思うがとりあえず左に命題変項の真偽のパターンをすべて書いて（命題変項が二つなら４パターン、三つなら８パターン）右に論理定項や論理命題を描いて真偽を割り振っていく。覚えてしまえば機械的作業なのでさっさと覚えよう。

　おそらく条件法の３行目が理解不能な人多いと思うので解説

消極的説明だが・・・もしA⊃Bの３行目が偽（０が入る）とすると真理表のAとBを入れ替えても同じ真理表ができるようになる。A⊃BでもB⊃Aでも変わらないってことはA≡Bということなのでこれは避けたい。ってことで0か1のどちらかにしなきゃいかんのだから1にするってこと。
・・納得できない？じゃ少し補足を

ある父親が「明日晴れたら動物園に連れてってやる」と子供に約束したとする。そこでいろいろな場面を想定してどの場面で父親が嘘をついたと考えられるかについて検討する。
（１）翌日晴れて親子は動物園へ　正直な（というか普通な）父親である

（２）翌日晴れたのにお父さんは家でごろごろ動物園には行かず　父親はうそつきだが論理的には問題なし

（３）翌日は雨　親子は家でゴロゴロ　お父さんは晴れたら連れてくと言ったのだからこれはうそつきにはならない

（４）翌日は雨　けど親子は動物園へ　・・・子供は嫌がっている。でもお父さんの言い分はこうだ。「確かに晴れたら連れてくとは言ったが、雨なら連れてかないとは言ってない」・・・腹は立つが一応嘘はついてないことになる
つまり条件法というのは前提が真のとき帰結はこうなると述べているのであって、前提が偽の場合についてはまったく言及していないものなのだ。よって前提が間違っているときは帰結がどうなろうと間違いにはならない。パ長ならばコールふるのが上手い、という命題でもパ長じゃない人がコール下手って言ってるわけじゃない。（Hぴょんを想像すれば問題ないかと）

まあまだ納得できないって人もいるかもしれないけど、試験では丸暗記でどうにかなると思うので。それから真理表の書き方については自分で書いてみればすぐ慣れるのでプリントの問題でも解いてみてください。解答解説は下記。
で、話をちょっと戻す。もともと完全な公理系ってなんだ？って話から妥当な論理法則とは、て話になって妥当性を調べるために出てきたのが真理表だったわけ。じゃあ公理系に話を戻そう。
　公理系には妥当な論理法則をすべて定理としてもち、かつ妥当でない論理法則を定理として持たないことが期待される。このうち「妥当な論理法則をすべて定理として持つ」ことを公理系の「完全性」と呼び、「妥当でない論理法則を定理としてもたない」ことを公理系の「健全性」と呼ぶ。そして古典命題論理は健全で完全であることが証明されている。この証明は健全性については授業でも参考程度に説明されたが完全性はスルーだったので、どっちも試験的には無視して問題ないでしょう。というわけで当シケプリでも割愛ということで。とにかく私たちが扱ってきた古典命題論理は「うまくいってる」公理系だったってわけ。
問題の解答（ｐ１１）

問題１５・・・各自確認してくれ

例１

　　A　　B　　A∨B　　（A∨B）⊃A
　　１　　１　　１　　　　　　１

　　１　　０　　１　　　　　　１

　　０　　１　　１　　　　　　０　　・・・・反例

　　０　　０　　０　　　　　　１

Aが偽、Bが真のとき（A∨B）⊃Aは偽　よって妥当でない

例２

　　A　　B　　A∧B　　（A∧B）⊃A

　　１　　１　　１　　　　　　１

　　１　　０　　０　　　　　　１

　　０　　１　　０　　　　　　１

　　０　　０　　０　　　　　　１

反例なし　よって妥当

例３

　　A　　￢A　　A∨￢A

　　１　　０　　　１

　　０　　１　　　１

反例なし　よって妥当

論理命題ではすべての真偽を調べて反例がないか見る

一方推論規則では前提が正しいときに反例がないかを見る。とりあえず論理命題と同じようにすべての論理命題についての真偽を調べてから前提が真の部分だけを見て妥当かどうかを調べる
例４

　　A　　B　　A∨B

　　１　　１　　１
　　１　　０　　１

　　０　　１　　１

　　０　　０　　０

（ここでは前提はA∨Bだから、A∨Bが１になっている行だけを見る。すると三行目は前提が真なのに結論が偽になっているのでこれが反例となる。よって）

Aが偽、Bが真のときが反例で妥当でない

例５

　　A　　B　　A∨B　　B∨A

　　１　　１　　　１　　　１

　　１　　０　　　１　　　１

　　０　　１　　　１　　　１

　　０　　０　　　０　　　０

反例なし　よって妥当

例６

　　A　　B　　　C　　A⊃B　　B⊃C　　A⊃C

　　１　　１　　１　　　１　　　　１　　　１

　　１　　１　　０　　　１　　　　０　　　０

　　１　　０　　１　　　０　　　　１　　　１

　　１　　０　　０　　　０　　　　１　　　０

　　０　　１　　１　　　０　　　　１　　　１

　　０　　１　　０　　　１　　　　０　　　１

　　０　　０　　１　　　１　　　　１　　　１

　　０　　０　　０　　　１　　　　１　　　１

反例なし　よって妥当

問題１６

（１）

　　A　　B　　A⊃B　　￢A　　￢B　　（A⊃B）∧￢A　　（（A⊃B）∧￢A）⊃￢B

　　１　　１　　１　　　０　　　０　　　　　　０　　　　　　　　　　１

　　１　　０　　０　　　０　　　１　　　　　　１　　　　　　　　　　１

　　０　　１　　１　　　１　　　０　　　　　　１　　　　　　　　　　０

　　０　　０　　１　　　１　　　１　　　　　　１　　　　　　　　　　１

Aが偽、Bが真のときが反例　よって妥当でない

（２）

　　A　　B　　￢B　　A∨B　　￢B∧（A∨B）　　（￢B∧（A∨B））⊃A

　　１　　１　　０　　　１　　　　　０　　　　　　　　　　１

　　１　　０　　１　　　１　　　　　１　　　　　　　　　　１

　　０　　１　　０　　　１　　　　　０　　　　　　　　　　１

　　０　　０　　１　　　０　　　　　０　　　　　　　　　　１

反例なし　よって妥当

（３）

　　A　　B　　C　　B∧C　　A∨（B∧C）　　A∨C　　（A∨（B∧C））⊃（A∨C）
　　１　　１　　１　　１　　　　１　　　　　　　１　　　　　　　　　１

　　１　　１　　０　　０　　　　１　　　　　　　１　　　　　　　　　１

　　１　　０　　１　　０　　　　１　　　　　　　１　　　　　　　　　１

　　１　　０　　０　　０　　　　１　　　　　　　１　　　　　　　　　１

　　０　　１　　１　　１　　　　１　　　　　　　１　　　　　　　　　１

　　０　　１　　０　　０　　　　０　　　　　　　０　　　　　　　　　１

　　０　　０　　１　　０　　　　０　　　　　　　１　　　　　　　　　１

　　０　　０　　０　　０　　　　０　　　　　　　０　　　　　　　　　１

反例なし　よって妥当

（４）

　　A　　B　　A⊃B

　　１　　１　　１

　　１　　０　　０

　　０　　１　　１

　　０　　０　　１

Aが偽、Bが真のときが反例　よって妥当でない

（５）

　　A　　B　　A∧B　　￢（A∧B）　　￢（A∧B）∧A　　￢B

　　１　　１　　１　　　　　０　　　　　　　　０　　　　　０

　　１　　０　　０　　　　　１　　　　　　　　１　　　　　１

　　０　　１　　０　　　　　１　　　　　　　　０　　　　　０

　　０　　０　　０　　　　　１　　　　　　　　０　　　　　１

反例なし　よって妥当

（６）

　　A　　B　　　C　　A∨B　　A⊃C　　B⊃C

　　１　　１　　１　　　１　　　１　　　　１

　　１　　１　　０　　　１　　　０　　　　０

　　１　　０　　１　　　１　　　１　　　　１

　　１　　０　　０　　　１　　　０　　　　１

　　０　　１　　１　　　１　　　１　　　　１

　　０　　１　　０　　　１　　　１　　　　０

　　０　　０　　１　　　０　　　１　　　　１

　　０　　０　　０　　　０　　　１　　　　１

反例なし　よって妥当

６　述語論理の推論

今度はこんな推論を扱おう
例

　パ長の中にはとんでもなく酒に強い人がいる

　パ長は東大生だ

　だから東大生の中にはとんでもなく酒に強い人がいる

（ここでいうパ長は固有名詞ではなく一般名詞であることに注意）

これを古典命題論理の論理定項のみを用いて表すのは無理。というわけでここで登場するのが述語論理。この推論を形式化（その推論を成り立たせている本質的な言葉を抜き出すこと）すると
　Fの中にはGであるものが存在する

　FはすべてHだ

　よってHの中にはGであるものが存在する。

となる。つまりここで扱う言葉（論理定項）は「すべて」「存在する」となる。ちなみに「存在する」は存在、「すべて」は全称と呼ばれる。

　ここで存在と全称を使った論理法則としてド・モルガンの法則を考えてみる。

（１）「（すべてFである）ということはない」⇔「Fでないものが存在する」
（２）「（Fであるものが存在する）ということはない」⇔「すべてFでない」

これを簡略化すると

（１）全称の否定⇔否定の存在
（２）存在の否定⇔否定の全称
となる。これは選言と連言のド・モルガンの法則と類似している。

（１）連言の否定⇔否定の選言
（２）選言の否定⇔否定の連言
さらに存在と全称のド・モルガンの法則と選言と連言のド・モルガンの法則の類似性について考える。

例えば世界にパ長とシケ長とオリ長（うちのクラスにはまだいないが）しかいないと考えたとき、「すべてのものは男だ」というのは、「パ長は男だ∧シケ長は男だ∧オリ長は男だ」と表すことができる。また、「男であるものが存在する」は「パ長は男だ∨シケ長は男だ∨オリ長は男だ」と表せる。このように世界が有限であれば全称は連言によって、存在は選言によって表すことができる。よって二つのド・モルガンは実は同じことを言っているようなものなのである。

ところがもちろん世界は有限じゃない。円周率を考えたってそうだし人間についても過去、未来を考えれば無限な存在とも考えられる（将来人間が絶滅しなければ）。結局無限を扱うには述語論理が必要になる。ここに命題論理と述語論理の違いの一つが浮き彫りにされている。ある意味述語論理ってのは無限を扱うために生まれてきたってわけだ。
・・と試験には関係ないのに深い話を盛り込んでしまった。まあ先進みましょう

問題の解答（ｐ１２、１３）

問題１７

（a）　　　

ド・モルガンそのまま

問題１８
（b）

問題文の「すべての学生」という全称と「受験した会社のどこか」という存在をそれぞれ否定してド・モルガンを利用

問題１９

最大の素数が存在しない＝すべての素数Xに対してY＞Xとなる素数Yが存在する。
問題文の「存在しない」にひっぱられて存在を否定するのは誤り

言葉の説明を

量化子＝「すべて」と「存在する」
多重量化＝複数の両化子が含まれていること。例えば、「誰でも誰かを好きだ」とか。（誰でも＝すべての人が、誰かを好きだ＝好きな人が存在する）
問題２０

（a）帰結しない

（b）帰結する

「存在する」を含んだ文を扱うために、「不確定名」を用いたやり方がある。
⇒存在するとされるものに勝手な名前をつけてしまおう！
この問題ではAを不確定名とする。
1 ＝すべての論理学者は怠け者でない
2 ＝Aは怠け者の哲学者だ
（ａ）はAが論理学者でなければ、成り立たないので、帰結できない
（ｂ）A君は怠け者
　　　→①からすべての怠け者は論理学者ではないといえるから、A君は論理学者ではない
　　　→つまりA君は哲学者だけど論理学者ではない
　　　→（ｂ）に帰結できる。

７　述語論理の記号化
古典命題論理のときのように述語論理の論理定項（「すべて」と「存在する」）についても記号で表す。
　例えば犬の集合について
｛x|xは犬だ｝＝｛x|Fx｝と表し、Fxを命題関数と呼ぶ。（文字が一つのものを特に一変項命題関数という）
これからは「xは犬だ」のような命題をFxのように表す。特に文字が一つのとき「F」を単項述語という
もちろんFxと表されるものがすべて「xは犬だ」という意味になるのではなく、Fxの解釈の一つが「xは犬だ」であるということである。だからFxは「xは東大生である」と解釈してもよいし、解釈の仕方は問題ごとに指定されるものである。

　で、このFxに論理定項を付け加えるとプリントｐ１３のような意味を表せるというわけ。

今回新登場の「すべて」と「存在する」はそれぞれ「∀」、「∃」で表される。ちなみにこれらは量化子と呼ばれる。
　またFxy（二変項命題関数という）のように二つの物事の関係を表すことも可能で、これは「xはyの親だ」などのように解釈できる。（このときの「F」を二項述語という）
　また述語論理においてはどの範囲の対象について述べているのかが重要になる。例えば「すべては卵から生まれる」は鳥の集合においては正しいことになるが、人間の集合においては誤りとなる。このような想定されている対象の領域を対象領域（または議論領域）と呼ぶ。

　ここで問題２２について考えてみる。

対象領域が人間であることに注意して（１）をそのまま解釈すると「すべてのxについてｘが怠け者ならばｘはろくでなしだ」となる。
述語論理の論理式を解釈をするときに注意してもらいたいのがその命題は一言でいうと何なのかってこと。つまり存在なのか全称なのか否定なのか選言なのか・・・ってこと。これを見分けておくと結構解釈しやすい。問題の命題では一番言いたいのは「すべて～だ」だから、とりあえず「すべてのｘについて」みたいに解釈する。ちなみにこの「一番言いたいこと」のことをメインオペレータっていうらしい（テストには出ない）。メインオペレータを見分けるコツは一番外側にある（かっこの外側にある）論理定項を探すこと。メインオペレータ探しは述語論理の証明のときにも活躍するから覚えといて損はない。
　だいぶ話それたけど問題２２へ。上記の解釈じゃちょっと心もとない。ならばってのは前にも述べたけど前提が正しいときに帰結はこうなるってことを述べていて前提が間違ってるときのことは言及してない。だからこの命題は怠け者についてしか述べていないことになる。結局この命題は「すべての怠け者はろくでなしだ」になる。対象領域の人間において怠け者以外については触れていない。

一方（２）はそのまま解釈すると「すべてのｘについてｘは怠け者かつろくでなしだ」となる。これはつきつめれば「すべて人間は怠け者でろくでなしだ」となる。この場合、（１）と違ってすべての人間について言及していることになる。
たぶん（１）の解釈は最初理解しにくいかもしれないけど、これはこういう風に解釈するものとして覚えちゃってください。慣れればなんてことないので。

問題の解答（ｐ１４）

問題２１

　∃ｘ￢Fx⊃￢∀ｘFx

前件（ならばの前）のメインオペレータは「存在する」だからまず∃ｘを書く。で何が存在しないのかと考えて「犬でない」を￢Fxと表す。後件のメインオペレータは否定　そこから何を否定しているのかを考えて、「すべてのものは犬だ」を∀xＦｘと表す。あとは全部つなげればOK
問題２３

（１）

授業に出ると眠くなる人がいる

（２）

授業に出て眠くなっている人がいる

問題２２と同じように考えれば大丈夫なハズ　ちなみに（１）は実際に授業に出ているかは不明。（２）は実際に授業に出て眠くなってる人がいるってこと。

問題２４

（１）∀ｘ（Fx⊃￢Gx）

メインオペレータは全称　よって∀ｘからスタート　あとは∧と⊃の使い分けに注意
ちなみに∀ｘ（Fx∧￢Gx）は対象領域をすべてのものと考えると、「すべてのものは毒なしキノコだ」という恐ろしい文になる。

（２）￢∀ｘ（Ｆx⊃Gx）

メインオペレータは否定であることに注意

ちなみに￢∀ｘ（Fx∧Gx）は「すべてのものが毒キノコというわけではない」となる。

（３）∃ｘ（Fx∧￢Gx）

ここで∃ｘ（Fx⊃￢Gx）はダメなのか？って質問はごもっとも　少し説明を

　「キノコならば毒のないものが存在する」（＝∃ｘ（Fx⊃￢Gx））といった場合、これは条件文だから、前件が偽の場合にも全体は真となってしまう（真理表を想像すればわかる）。つまりそもそもキノコが存在しないときにも真になる。でも「毒のないキノコが存在する」という問題文は明らかに何かしらキノコが存在することを述べている。というわけで存在文のときには条件文ではなく連言を用いて表すのが妥当というわけ。・・・納得して頂けただろうか？

　実際に試験でこんなこといちいち考えてたらきりないので
全称文のときは条件法

存在文のときは連言
と丸暗記してしまうのが一番効率よいかと。

多重量化

実はちょっと前にちょろっと説明したんだが・・要は存在とか全称が一つの命題に複数出てくるってこと。

　例えばFxyを「ｘはｙの親だ」、対象領域を人間とすると

∀ｙ∃ｘFxy＝すべての人には親がいる（すべてのｙに対しｙはあるｘの子供だ）
∀ｘ∃ｙFxy＝すべての人には子供がいる（すべてのｘに対しｘはあるｙの親だ）
∃ｙ∀xFxy＝すべての人の子供である人がいる（あるｙが存在しｙはすべてのｘの子供だ）
∃ｘ∀ｙFxy＝すべての人の親である人がいる（あるｘが存在しｘはすべてのｙの親だ）
のように解釈できる。（けっこう頭こんがらがるけど）
　ここで注意してほしいのが量化の順序について。

上記のように∀ｘ∃yＦｘｙと∃ｙ∀ｘFxyは意味が異なる。ここでも活躍するのがメインオペレータの考え方で、まずその命題は何が言いたいのかについて考えるのがてっとり早い。メインオペレータは先に書かれることに注目。意味的にはメインオペレータは最後に量化されたものになる（∀ｘ∃yＦｘｙはメインオペレータは全称であるが、量化された順序としてはFxyのｙを存在量化したもの（∃yＦｘｙ）について、さらにｘを全称量化したものとなる）。
問題の解答（ｐ１４）
問題２５

（１）∀ｘ∃ｙ￢Fxy

ちなみに∃ｙ∀ｘ￢Fxyは「みんなに嫌われるヤツがいる」というなんとも悲しい文になる。一度論理式で表したものは一度解釈しなおしてみると間違いに気づけるかも。
（２）￢∃ｙ∀ｘFxy

正直述語論理の解釈は慣れるしかないのでプリントの問題を解きなおしたりするのが上達の近道かも。個別にわかんないことあったら直接聞いてくれ。

８　述語論理の公理系
述語論理においても当然公理系が存在し、その公理系は（古典命題論理の公理系）+（量化に関する公理系）で表せる。「量化に関する公理系」は古典命題論理のときと同様にそれぞれの量化子の導入則と除去則によって与えられる。
全称除去は当たり前（「すべての犬は四本足だ→ポチは四本足だ」を考えてみよ）だし存在導入も当然（「ポチはお手ができる→犬の中にはお手ができるものがいる」を考えてみよ）。

というわけで割愛

まず全称導入
全称を伴った主張が導かれるのはどういうときか？それはすべての個々の事例について調べて、すべてについて同じことが言えたらOKってことになる。でもそんなのは現実的には無理。それでも全称導入してよいときがある。例えば∀xＦx、∀xＧx→∀ｘ（Fｘ∧Gｘ）の証明は

①∀ｘFｘ　　　　　前提

②∀ｘGｘ　　　　　前提

③Fｔ　　　　　　　①と∀とり

④Gｔ　　　　　　　②と∀とり

⑤Fｔ∧Gｔ　　　　③④と∧入れ

⑥∀ｘ（Fｘ∧Gｘ）⑤と∀入れ

となるのだが⑤から⑥を見てもらいたい。ここでの全称導入はアリなのか？⑤におけるｔというのは①②から∀とりしてもってきたもの。ってことはこのｔはなんでもいいｔってことになる。だからここで全称を入れてやったっていいじゃないか、というわけ。ここで全称導入の論理式を見ると
Aｔ→∀xＡｘ（ｔは任意性をもつこと）・・・・・任意性って何？
ってなるに違いない。じゃあこの任意性って何か？どんなときに全称導入していいのか？について説明をもうちょっとしてみる。
　まず「ｔは任意性をもつ」がないと個別の事例ｔから全称化できてしまうことになる。例えば「内門はパ長だ→人間はすべてパ長だ」ということが導けてしまう。そこで注釈として現れる任意性。簡単に言うと「ｔが何かある特定のものとして仮定されていない」ということ。ｔは特定のｔではなく、何でもよいものの中から代表として選び出されたｔであって何にでも代替可能なわけ。さっきの証明の⑤のｔは任意性を持ってることになる
　じゃあ具体的にどういうｔがダメなのか？ズバリ仮定の中に出てくるｔはアウトになる。具体例で考えてみよう。

　「ｔを偶数と仮定する」
ここから全称導入で「すべてのｘは偶数である」とするのは誤りか？どう見ても誤り。何がいけないのか？仮定におけるｔは「偶数であると仮定されたかぎりの」ｔであって任意の自然数ではない。だから全称導入してはいけないことになる。
　全部まとめると、仮定の中にないｔは任意性を持ち、全称導入して良い。

　ちなみに背理法の結論は既に仮定を抜けているから全称導入してよいことになる。

例えば￢∃xＦx⊃∀ｘ￢Fｘの証明は

①￢∃ｘFｘ　　　　　　⊃入れの仮定
②Fｔ　　　　　　　　　背理法の仮定
③∃xＦｘ　　　　　　　②と∃入れ
④∃xＦx∧￢∃ｘFｘ　　①③と∧入れ

⑤￢Fｔ　　　　　　　　②④と背理法

⑥∀ｘ￢Fｘ　　　　　　⑤と∀入れ

⑦￢∃xＦx⊃∀ｘ￢Fｘ　①⑥と⊃入れ

となるが、⑤は仮定法を経た結論として述べられているため任意性を持つ。よって⑤から⑥への∀入れは問題ない。もしここで②から∀入れをしようとするとそれは誤りとなる。②のｔは「Fであると仮定されたところの」ｔであって任意のｔではない。

そして証明の中で仮定のｔが登場したときは今後わかりやすいように、｛仮定（ｔ）｝のように書き添えておくことにする。上記の証明の②は
②Fｔ　　　　　　　　　背理法の仮定　｛仮定（ｔ）｝

と書くことになる。くどいようだが⑤のｔは任意性をもったｔであるため仮定を明示する必要はない（というか誤り）。

　また仮定の中のｔを「限定つき」、仮定の中にないｔを「限定なし」と呼ぶ。

理解して頂けただろうか。例のごとく「仮定じゃなきゃ∀いれしていい」って丸暗記でもテストはどうにかなるはず。

次は存在除去について

まず存在文ってのは情報量が少ない。「パ長が存在する」これでは誰がパ長なのかわからない。有海かもしれないし野々村かもしれないし村松かもしれないし（さすがにそれはないか）・・・でも除去則はその論理命題から何がいえるかについて考えたものである以上ここから何かをしぼりださなきゃならない。そこで違う論理法則と組み合わせて何か導いてみる。こんな推論はどうか。
　パ長が存在する

　パ長はうるさい

　だからうるさい人がいる（対象領域は１１組にでもしとくか）

ちょっと前に存在文では不確定名を使う方法を書いたのだが、それを思い出してほしい。要は存在するものが何かわかんないなら名前つけてまえ！って考え方。じゃあパ長を内門と名づけてみよう。第二前提は全称文だから∀とりで任意のｔを代入してよい。そこでｔに内門を代入すると「内門はうるさい」となる。よって次の推論が成り立つ。

　内門はパ長だ

　内門がパ長ならば内門はうるさい

　よって内門はうるさい

これはA、A⊃B→Bという⊃とりにほかならない。ここで「内門はうるさい」から∃いれをすると「うるさい人がいる」となる。

　つまり「パ長が存在する」という存在文から勝手に名づけた内門を通して「うるさい人がいる」という結論が得られたわけ。すると存在除去は

　∃xＡx、Aα⊃C→C

となる。αはさっきの例でいうところの「内門」、つまり具体的なものが入る。それから結論のCは実際には存在文となることに注意。∃とりとか言いつつ∃は残る。それからCにはαは含まれてはならない。勝手に持ち出してきた「内門」を結論に残してはさすがに問題アリだろうということ。
とまあ「入門！論理学」の記述をパクリつつ述語論理の公理系が完成しました！あとはこれを使った証明を問題の解答を通して具体的にやっていきましょう
一応述語論理における証明のコツを

· 全称導入はｔが任意性を持つかに注意

· 基本的に量子（∀、∃）は真っ先にはずしにかかる

· いじれるのはメインオペレータのみ（∀xＦx∧∀ｘGｘから∀とりでFｔ∧Gｘとするのは誤り　メインオペレータは連言である　この場合まず∧とりしてから個別に∀とりしてもう一度∧を入れなおす）

· 例化（量子の除去のこと）してから古典命題論理の論理定項で証明を進め、最後に汎化（量子の導入のこと）してフィニッシュ！の型を覚える。（実際に問題にあたれば言ってる意味がわかるハズ）

· 前提、結論ともに存在文のときはほぼ間違いなく∃とり

· 前提が存在文のときは不確定名を用いて⊃いれの仮定を

後は古典命題論理の証明と同じことが言えるのでそっちの注意点も参考に

問題の解答（ｐ１５、１６）

問題２６
Fa⊃Ga

まあ∀とりまんまだし問題ないでしょう

問題２７

①から②への∀とりが誤り　①のメインオペレータは否定であり、除去則を使えるのはメインオペレータだけだから

問題２８

例化→古典命題論理でいじる→汎化のパターン

①∀ｘ（Fｘ∧Gｘ）　　　前提

②Fｔ∧Gｔ（ｔは任意）　①と全称除去

③Ft　　　　　　　　　　②と∧とり

④∀ｘFｘ　　　　　　　　③と全称導入

③のｔは仮定ではなく全称文から導かれた任意性を持ったものなので∀いれしてもよい。
問題２９
②から③への∀いれが誤り　②のｔは仮定されたｔであるから限定つきであり、任意性を持たないため∀いれはできない。

問題３０

方針　結論から∀いれを考える→任意性をもつｔで￢Fｔを出す

①￢∃ｘFｘ　　　　　　前提

②Ｆｔ　　　　　　　　　背理法の仮定｛仮定（ｔ）｝

③∃ｘFｘ　　　　　　　②と∃入れ

④∃ｘFｘ∧￢∃ｘFｘ　　①と③と∧入れ

⑤￢Fｔ　　　　　　　　③④と背理法

⑥∀￢Fｘ　　　　　　　⑤と∀入れ

②のｔは限定つきだが⑤のｔは背理法の結論として出された限定なしのｔ　よって∀いれしてもよい

問題３１

方針　前提、結論から∃とりを想定→⊃いれを考える
①∃ｘ（Fｘ∧Gｘ）　　　前提

②Fa∧Ga　　　　　　　　⊃入れの仮定｛仮定（a）｝
③Fa 　　　　　　　　　　②と∧とり｛仮定（a）｝
④∃ｘFｘ　　　　　　　　③と∃入れ

⑤（Fa∧Ga）⊃∃ｘFｘ　　②、③と⊃入れ

⑥∃ｘFｘ　　　　　　　　①、⑤と∃とり

②で具体的なaについて仮定するのがポイント

問題３２

方針　前提が存在文なので⊃いれの仮定を

①∃ｘ∀ｙFｘｙ　　　　　　前提

②∀ｙFaｙ　　　　　　　　⊃入れの仮定｛仮定（a）｝
③Fat　　　　　　　　　　　②と∀とり｛仮定（a）｝
④∃ｘFｘｔ　　　　　　　　③と∃入れ

⑤∀ｙ∃ｘFｘｙ　　　　　　④と∀入れ

⑥∀ｙFaｙ⊃∀ｙ∃ｘFｘｙ　②⑤と⊃入れ

⑦∀ｙ∃xＦxy　　　　　　　①⑥と∃とり

③におけるｔは任意性をもつので仮定として注記する必要はない。④におけるｔは全称文から例化された任意性をもつｔなので∀いれが可能

問題３３

③から④の∀いれにおいて、③のｔは仮定されたものであるから任意性を持たず、そのため∀いれはできない

仮定の中のｔの∀いれは間違い探しで最も出しやすいところなので完璧にしとこう！

９　述語論理の完全性
・・・正直プリントに書いてあること以外に書くことないんだが・・・要は古典命題論理のときのように古典述語論理における公理系は「うまくいってる」のかを調べようってことでまた公理系の完全性と健全性が問題になる。そこで妥当な論理式や推論式が問題になるんだが、今回は古典命題論理の真理表のような便利な手段は存在しない。一つ一つに解釈を与えるだけ。で古典命題論理のように有限回の機械的手続きで妥当性を調べられる体系を「決定可能である」という。述語論理は「決定不可能である」ことが知られている。
　そうは言っても述語論理もまた健全で完全であることが証明されてるらしいが、その辺の詳しい説明は授業ではしょられたので当シケプリでも割愛。無矛盾性はプリント見て参考程度にすればいいと野矢氏もおっしゃっていたので割愛。

問題の解答

問題３４

（１）I1・・真　I2・・偽

（２）I1・・真　I2・・真

さすがに代入して考えるだけだから大丈夫でしょう

問題３５（解答例）

（１）対象領域＝１１組　　Fx＝ｘは文一だ

１１組の人はすべて文一であるか、または１１組の人はすべて文一でない

（２）対象領域＝１１組　　Fｘ＝ｘは文一だ　　Gｘ＝ｘは文二だ

１１組の中には文一の人が存在しかつ文二の人も存在する→１１組の中には文一でかつ文二の人がいる。

１０　直観主義命題論理

と題名書いといてなんですが僕自身直観主義はまだあまり理解しきれてない+試験的には重要じゃないだろうということで今回は割愛。笑　何回「割愛」って言葉使ったんだろう。
・・というわけで結局途中で終わってしまったので一週間後くらいに直観主義んとこだけまとめます。すみません。でもここまではけっこう詳しくやったつもりなんでご勘弁を。

　わかんないとこ（今んとこ直観主義以外で）あったら質問してください。たぶん答えます。何度も言うけどここまでの範囲完璧なら普通に優とれるんで直観主義はこのまま無視でもたぶん大丈夫です。

　では試験勉強がんばってください。

