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第1章
偏微分方程式と Fourier変換

§ 1.1 偏微分方程式

まず，偏微分方程式の一般論について簡単に述べる．

x, y の函数 u(x, y)に対して，

ux =
∂u

∂x
= lim

h→0

u(x+ h, y) − u(x, y)
h

, (1.1.1)

uy =
∂u

∂y
= lim

h→0

u(x, y + h) − u(x, y)
h

(1.1.2)

...

などを偏微分という．

定義 1.1 偏微分方程式とは，未知函数 u(x, y) とその導函数 ux, uy, uxx, · · ·
との関係式

F (x, y, u, ux, uy, · · · ) = 0 (1.1.3)

のことである．

一般には変数は x, y, z, · · · と多変数で，未知函数も u1(x, y, z, · · · ),
u2(x, y, z, · · · ), · · · のようになる．さらに区分として，{

一階 F = F (x, y, u, ux, uy)

二階 F = F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy)

や {
線型 F は uや v の導函数の一次式

非線型 ↑でない

がある．

常微分方程式（1変数のみ）との間には大きな違いがある．
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■常微分方程式の一般解

f = f(x)としたとき，具体的な常微分方程式とその解は

f ′′(x) = x =⇒ f(x) =
1
6
x3 +Ax+B (1.1.4)

f ′(x) = f(x) =⇒ f(x) = Cex (1.1.5)

のようになる．ここで A,B,C は任意定数である．

■偏微分方程式の一般解

対して u = u(x, y)としたとき，具体的な偏微分方程式とその解は

∂2u

∂x2
= x =⇒ u(x, y) =

1
6
x3 +A(y)x+B(y) (1.1.6)

∂u

∂x
= u =⇒ u(x, y) = C(y)ex (1.1.7)

∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0 =⇒ u(x, y) = D(x− y) (1.1.8)

のようになる．ここで A,B,C,D は括弧内の変数の任意函数である．偏微分

方程式は，常微分方程式と違い，一般解の中にも任意函数を含むという特徴が

ある．

一般論はここまでとし，以降は具体例を見ていく．

§ 1.2 熱伝導方程式

定義 1.2 熱伝導方程式とは，ν > 0として

∂

∂t
u(x, t) = ν

∂2

∂x2
u(x, t) (1.2.1)

という形の変微分方程式で，より一般的には

∂

∂t
u(x, t) = ν∇2u(x, t) (1.2.2)

という形である．
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1.2.1 例 1　熱伝導

xyz 空間内に，各軸方向へ

∆x,∆y,∆zの長さを持った直方体

の物質を考える．微小体積を ∆V，

物質中の温度を T = T (t, x, y, z)

とする．このような状況に対して，

熱伝導方程式を導出する．

ステップ (i) 時間 ∆tの間に位置 xの面 ∆A (= ∆y∆z)を通る熱量は

∆qx = − k︸︷︷︸
熱伝導率

∂T

∂x︸︷︷︸
温度勾配

∆A∆t (1.2.3)

である．同様に，x+∆xから入ってくる熱量は

∆qx+∆x = +k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x+∆x

∆A∆t

= k

(
∂T

∂x

∣∣∣∣
x

+
∂2T

∂x2

∣∣∣∣
x

∆x

)
∆A∆t+ O(∆x2) (1.2.4)

である．以上を合わせれば，

∆Qx = k
∂2T

∂x2
∆x∆A︸ ︷︷ ︸

∆V

∆t. (1.2.5)

y, z 方向も同様に求められるので，全体での熱量変化は

∆Q = k

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
T ·∆V∆t (1.2.6)

となる．

ステップ (ii) 一方で，温度上昇 ∆T と熱量変化 ∆Qとの関係は

∆Q = C︸︷︷︸
比熱

ρ︸︷︷︸
密度

∆V∆T (1.2.7)

である．
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ステップ (iii) (1.2.6)式,(1.2.7)式より，

Cρ∆T = k∇2T∆t. (1.2.8)

∆t→ 0として，

∂T

∂t
=
(
k

Cρ

)
︸ ︷︷ ︸
熱拡散率
(m2/s)

∇2T (1.2.9)

となる．

1.2.2 例 2　ランダムウォーク

１次元の格子（x軸，間隔 a）を考える．

時間 ∆tごとにひとつ隣の格子へ移るとす

る．時刻 t に位置 x にいる確率を P (t, x)

とすると，

P (t+∆t, x) =
P (t, x− a) + P (t, x+ a)

2
(1.2.10)

⇒ P (t+∆t, x) − P (t, x) =
P (t, x+ a) + P (t, x− a) − 2P (t, x)

2
(1.2.11)

という関係式が成立する．ここで，a → 0,∆t → 0の極限をとって問題を連続

的にすると，この式は

∂P

∂t
∆t+ O(∆t2) =

1
2
∂2P

∂x2
a2 + O(a3) (1.2.12)

と変形できる．さらに式変形すれば，熱伝導方程式と同じ型の

∂P

∂t
=
(
a2

2∆t

)
∂2P

∂x2
(1.2.13)

という偏微分方程式が得られる．ただし a,∆tの極限をとるときに，式を見れ

ば分かるように a2 と∆tが同じ速さで 0へ向かう極限をとる必要がある．
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1.2.3 Fourier変換による解法

（Fourier変換については 1.A節参照1)）

１次元の熱伝導方程式

∂

∂t
ϕ(x, t) = ν

∂2

∂x2
ϕ(x, t) (1.2.14)

で考える．初期条件を

ϕ(x, t)
∣∣∣
t=0

= δ(x) (1.2.15)

とする．この問題を，Fourier変換
ϕ̃(p, t) =

∫ ∞

−∞
dxϕ(x, t)e−ipx (1.2.16)

ϕ(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
dpϕ̃(p, t)eipx (1.2.17)

によって解く．

(1.2.17)式を (1.2.14)式へ代入する：∫
dp
2π

(
∂ϕ̃

∂t

)
eipx = ν

∫
dp
2π
ϕ̃(p, t)(−p2)eipx. (1.2.18)

両辺に e−iqx をかけて xで積分する：∫
dx
∫

dp
2π

(
∂ϕ̃

∂t

)
ei(p−q)x = ν

∫
dx
∫

dp
2π
ϕ̃(p, t)(−p2)ei(p−q)x. (1.2.19)

ここで ∫
dxei(p−q)x = 2πδ(p− q) (1.2.20)

を用いれば，上の式は

∂

∂t
ϕ̃(q, t) = ν(−q2)ϕ̃(q, t) (1.2.21)

1)　授業ではここで Fourier 変換の解説を設けていたようですが，編集の都合上章末に回しま
す．
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と，容易に解くことのできる微分方程式となった．この解は

ϕ̃(q, t) = C(q)e−νq2t (1.2.22)

であり，C(q)は任意函数である．この函数は

ϕ̃(q, 0) = C(q) (1.2.23)

と初期条件 (1.2.15)によって定める．実際に計算して

ϕ̃(q, 0) =
∫

dxϕ(x, 0)︸ ︷︷ ︸
δ(x)

e−iqx = 1 (1.2.24)

⇒ C(q) = 1（定数） (1.2.25)

∴ ϕ̃(q, t) = e−νq2t. (1.2.26)

逆変換して ϕ(x, t)へ戻すと，

ϕ(x, t) =
1
2π

∫
dpϕ̃(p, t)eipx

=
1
2π

∫
dp exp

[
−νt

(
p− ix

2νt

)2

− x2

4νt

]

=
1
2π

exp
(
− x2

4νt

)∫
dp exp

[
−νt

(
p− ix

2νt

)2
]
.

=
1

2π
√
νt

exp
(
− x2

4νt

)∫ ∞−iβ

−∞−iβ

dze−z2

︸ ︷︷ ︸
(∗)

(1.2.27)

最終行では

β :=
√
νt · x

2νt
, z :=

√
νtp− β (1.2.28)

として変数変換した．(∗)の部分の積分は
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のような経路へ分解し，各積分は

(i) = 0 (1.2.29)

(ii) =
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π (1.2.30)

(iii) =
∫ 0

−β

e−(−R+iy)2 idy +
∫ −β

0

e−(R+iy)2 idy R→0−−−→ 0 (1.2.31)

とできるので，

ϕ(x, t) =
1

2
√
πνt

exp
(
− x2

4νt

)
(1.2.32)

という解が得られる．

補足 (1.2.32)式は t = 0で定義できないが，t→ 0の極限をとれば，α := 2
√
νt

によって

lim
t→0

ϕ(x, t) = lim
α→0

1√
πα

exp
(
−x

2

α2

)
= δ(x) (1.2.33)

と，初期条件と一致する．

§ 1.3 波動方程式

定義 1.3 波動方程式とは，

1
v2

∂2

∂t2
ϕ(x, t) =

∂2

∂x2
ϕ(x, t) (1.3.1)
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のような形をした偏微分方程式である．より一般的には

1
v2

∂2

∂t2
ϕ(x, t) = ∇2ϕ(x, t) (1.3.2)

のような形となる．どちらの式でも，v は波の伝播速度である．

1.3.1 例

自然長 a，ばね定数 k のばねで質量 m の質点が直線につながっている系を考

える．全体が自然長の状態からの，時刻 tにおける i番目の質点の変位を qi(t)

とすれば，Newtonの運動方程式から

mq̈i(t) = k(qi+1 − qi) − k(qi − qi−1) = k(qi+1 − 2qi + qi−1) (1.3.3)

という式が導かれる．ここで，aを微小として連続的に扱えば，

qi(t) → q(x, t) (1.3.4)

qi±1(t) → q(x± a, t) = q(x, t) ± ∂q

∂x
a+

1
2
∂2q

∂x2
a2 + O(a3) (1.3.5)

とおける．すると (1.3.3)式は( m

ka2

) ∂2q

∂t2
=
∂2q

∂x2
(1.3.6)

という波動方程式へ変更できる．伝播速度は

v2 =
ka2

m
(1.3.7)

である．
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1.3.2 1次元波動方程式

■一般解（d’Alembertの解法による導出）

波動方程式の一般解を求める．１次元波動方程式

1
v2

∂2ϕ

∂t2
=
∂2ϕ

∂x2
(1.3.8)

の場合は容易に解くことができる．

まず {
ξ := x− vt (1.3.9)
η := x+ vt (1.3.10)

と変数変換を行う．すると微分演算子は
∂

∂x
=
∂ξ

∂x

∂

∂ξ
+
∂η

∂x

∂

∂η
=

∂

∂ξ
+

∂

∂η
(1.3.11)

∂

∂t
=
∂ξ

∂t

∂

∂ξ
+
∂η

∂t

∂

∂η
= v

(
− ∂

∂ξ
+

∂

∂η

)
(1.3.12)

と変換されるので，波動方程式 (1.3.8)は

0 =
(
∂2

∂x2
− 1
v2

∂2

∂t2

)
ϕ

=

[(
∂

∂ξ
+

∂

∂η

)2

−
(
− ∂

∂ξ
+

∂

∂η

)2
]
ϕ = 4

∂2ϕ

∂ξ∂η
(1.3.13)

となる．この微分方程式は容易に解くことがでる．まず ξ で積分して，

∂ϕ

∂η
= f(η). (1.3.14)

次に η で積分して，

ϕ =
∫
f(η)dη︸ ︷︷ ︸

改めて f(η) とおく

+g(ξ). (1.3.15)

ただし f, g 共に変数のみを指定した任意函数である．以上より

ϕ = f(η) + g(ξ)
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= f(x+ vt) + g(x− vt) (1.3.16)

という解が得られた．f(x+ vt)は x軸負方向へ，g(x− vt)は正方向へ速度 v

で伝播する波の式である．これらの具体的な形は条件を付することによって定

めることになる．

■初期条件の一例

例えば，初期条件を 
ϕ(x, 0) = a(x), (1.3.17)
∂ϕ

∂t
(x, 0) = b(x) (1.3.18)

とおくと，これらの式は {
f(x) + g(x) = a(x), (1.3.19)
vf ′(x) − vg′(x) = b(x) (1.3.20)

となるので，まず (1.3.20)式より，

f(x) − g(x) =
1
v

∫ x

0

b(y)dy + C. (1.3.21)

(1.3.19)式と合わせて，任意函数は
f(x) =

1
2

[
a(x) +

1
v

∫ x

0

b(y)dy + C

]
(1.3.22)

g(x) =
1
2

[
a(x) − 1

v

∫ x

0

b(y)dy − C

]
(1.3.23)

と定められるので，全体で

ϕ(x, t) = f(x+ vt) + g(x− vt)

=
1
2

[
a(x+ vt) + a(x− vt) +

1
v

∫ x+vt

x−vt

b(y)dy
]

(1.3.24)

となる．
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■一般解（Fourier変換による導出）

一般解を，Fourier変換
ϕ̃(p, t) =

∫ ∞

−∞
dxϕ(x, t)e−ipx (1.3.25)

ϕ(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
dpϕ̃(p, t)eipx (1.3.26)

によって導出する．熱伝導方程式のときの手法（1.2.3 節）と同様である．

(1.3.26)式を波動方程式 (1.3.8)へ代入して，∫
dp
2π

∂2ϕ̃

∂t2
eipx = v2

∫
dp
2π
ϕ̃(−p2)eipx. (1.3.27)

e−ipx をかけて xで積分する．両辺の一部が (1.2.20)式によりデルタ函数とな

るので，

∂2ϕ̃

∂t2
= −v2q2ϕ̃ (1.3.28)

という簡単な偏微分方程式になる．解は

ϕ̃ = c̃1(q)e−ivqt + c̃2(q)eivqt (1.3.29)

であり（c̃1, c̃2 は任意函数），逆変換して

ϕ(x, t) =
1
2π

∫
dpϕ̃(p, t)eipx

=
1
2π

∫
dpc̃1(p)eip(x−vt) +

1
2π

∫
dpc̃2(p)eip(x+vt). (1.3.30)

ゆえに，c̃1(p), c̃2(p)の Fourier逆変換

ci(x) =
1
2π

∫
dpc̃i(p)eipx (1.3.31)

を用いれば

ϕ(x, t) = c1(x− vt) + c2(x+ vt) (1.3.32)

と，一般解が得られる．
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1.3.3 3次元波動方程式

■一般解

3次元での波動方程式

1
v2

∂2

∂t2
ϕ(x, t) = ∇2ϕ(x, t) (1.3.33)

の一般解も，Fourier 変換によって求めることができる．3 次元での Fourier

変換 
ϕ̃(p, t) =

∫ ∞

−∞
d3xϕ(x, t)e−ip·x (1.3.34)

ϕ(x, t) =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3pϕ̃(x, t)eip·x (1.3.35)

を同様に代入していけば，最終的に

∂2ϕ̃

∂t2
= −v2|p|2ϕ̃ (1.3.36)

という微分方程式が得られ，解は

ϕ̃(p, t) = c̃1(p)e−iv|p|t + c̃2(p)eiv|p|t (1.3.37)

∴ ϕ(x, t) =
∫

d3p

(2π)3
[
c1(p)ei(p·x−v|p|t) + c2(p)ei(p·x+v|p|t)

]
(1.3.38)

■Klein-Gordon方程式

静止質量mの相対論的な粒子のエネルギー

E2 = p2c2 +m2c4 (1.3.39)

に，量子化

E = i~
∂

∂t
, p = −i~∇ (1.3.40)

を用いて整理すれば，

1
c2
∂2ϕ

∂t2
=
[
∇2 −

(mc
~

)2
]
ϕ (1.3.41)
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という方程式となる．ϕ(x, t)はKlein-Gordon場というスカラー場である．こ

の偏微分方程式を Klein-Gordon方程式といい，相対論的量子力学の基礎方程

式である．

§ 1.4 Poisson方程式

定義 1.4 ϕ(x)と ρ(x)について，偏微分方程式

∇2ϕ(x) = −ρ(x) (1.4.1)

を Poisson方程式という．

■デルタ函数の場合

まず，具体的に

ρ(x) = δ(x) = δ(x)δ(y)δ(z) (1.4.2)

の場合について解を求める．Fourier変換

ϕ(x) =
∫

d3p

(2π)3
ϕ̃(p)eip·x (1.4.3)

を (1.4.1)式へ代入すると，

（左辺）=
∫

d3p

(2π)3
ϕ̃(p)(−|p|2)eip·x

（右辺）= −δ(x) = −
∫

d3p

(2π)3
eip·x (1.4.4)

となるので，

ϕ̃(p)(−|p|2) = −1 (1.4.5)

∴ ϕ̃(p) =
1

|p|2
(1.4.6)

が解になる2)．Fourier変換して

ϕ(x) =
∫

d3p

(2π)3
1

|p|2
eip·x (1.4.7)

2)　ただし
∫

d3p

(2π)3
Ceip·x = 0 となるような C を加えてもよいという自由度がある．
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であるが， ∫
d3p =

∫ ∞

0

p2dp
∫ 1

−1

d(cos θ)
∫ 2π

0

dφ (1.4.8)

であるので，

ϕ(x) =
1

(2π)3

∫ ∞

0

p2dp
∫ 1

−1

d(cos θ)
∫ 2π

0

dφ× 1
|p|2

eip·x

=
1

4π|x|
. (1.4.9)

■一般の場合：重ね合わせ

以上のように，

∇2ϕ(x) = −δ(x) (1.4.10)

に対して

ϕ(x) =
1

4π|x|
(1.4.11)

が得られた．一般に

∇2ϕ(x) = −ρ(x) (1.4.12)

のときは，重ね合わせのようにして

ϕ(x) =
∫

ρ(y)d3y

4π|x − y|
(1.4.13)

とすればよい．

■線型代数とのアナロジー

線型代数との比較によって解が類推できる．
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Poisson方程式

∇2ϕ(x) = −ρ(x)

に対して，Green函数によって解は

ϕ(x) =
∫
G(x − y)ρ(y)d3y

と書ける．Green函数は

∇2︸︷︷︸
A

G(x − y)︸ ︷︷ ︸
A−1

= δ(x − y)︸ ︷︷ ︸
I

を満たす．

ベクトルと行列による方程式

Au = v

を uについてとくと，

u = A−1v

である．A−1 は

AA−1 = I

を満たす．

■確認（デルタ函数の性質）

Poisson方程式

∇2ϕ(x) = −ρ(x), (1.4.14)

ρ(x) = δ(x) (1.4.15)

に対して解は

ϕ(x) =
1

4π |x|
(1.4.16)

であった．では

∇2

(
1

4π |x|

)
= −δ(x) (1.4.17)

は本当なのか，確認する．

　|x| 6= 0のとき

∇2 1
|x|

= ∇2 1
r

= ∇ ·
(
∇1
r

)
= ∇ ·

(
− x

r3

)
= −∇ · x

r3
+ (−x)∇

(
1
r3

)
= − 3

r3
+ (−x) · x

r

∂

∂r

(
1
r3

)
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= 0 (1.4.18)

　|x| = 0のとき 近傍で半径 r の球で積分すると，∫
V

d3x

(
−∇2 1

4πr

)
=
∫

V

d3x∇ ·
(
−∇ 1

4πr

)
=
∫

V

d3x∇ ·
( x

4πr3
)

=
∫

S

x

4πr3
· ndS =

1
4πr2

∫
S

dS

= 1 (1.4.19)

§ 1.5 Laplacianと特殊函数

さまざまな偏微分方程式に Laplacianが登場する：

　熱伝導方程式

∂ϕ

∂t
= ν∇2ϕ (1.5.1)

　波動方程式

1
v2

∂2ϕ

∂t2
= ∇2ϕ (1.5.2)

　Laplace方程式（上 2つの定常状態）

∇2ϕ = 0 (1.5.3)

　Poisson方程式

∇2ϕ = −ρ(x) (1.5.4)

　Helmholtz方程式

(∇2 + k2)ϕ = 0 (1.5.5)
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　Schrödinger方程式[
− ~2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ = i~

∂

∂t
ψ (1.5.6)

1.5.1 Laplacian

■ 1次元

∇2 =
∂2

∂x2
. (1.5.7)

■ 2次元

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (1.5.8)

極座標 (ρ, φ)：

∇2 =
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ︸ ︷︷ ︸
1
ρ

∂
∂ρ

(
ρ ∂

∂ρ

) +
1
ρ2

∂2

∂φ2
. (1.5.9)

■ 3次元

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(1.5.10)

円柱座標 (ρ, φ, z)：

∇2 =
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
. (1.5.11)
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球座標 (r, θ, φ)：

∇2 =
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r︸ ︷︷ ︸
1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
,

1
r

∂2

∂r2 r

+
1
r2

Ω̂(θ, φ). (1.5.12)

ただし

Ω̂(θ, φ) =
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2
(1.5.13)

=
∂

∂(cos θ)

[
sin2 θ

∂

∂(cos θ)

]
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2
. (1.5.14)

以降では，波動方程式→ Helmholtz方程式を中心にして，∇2 と特殊函数の

関係を導く．波動方程式

1
v2

∂2ϕ

∂t2
= ∇2ϕ (1.5.15)

について，ϕ(x, t) = u(x)eiωt の形の解を仮定すれば，

−ω
2

v2
u(x)eiωt = ∇2u(x)eiωt (1.5.16)

∴
(
∇2 +

ω2

v2

)
u(x) = 0 (1.5.17)

と，k2 = ω2/v2 とした Helmholtz方程式が得られた．

1.5.2 円対称

まず，円柱のように解が円対称な場合を考える（例：太鼓の振動）：(
∇2 + k2

)
u(ρ, φ) = 0 (1.5.18)

この場合は，Bessel函数という特殊函数を用いることになる．

解について，変数分離の形を仮定する：

u(ρ, φ) = f(ρ)g(φ). (1.5.19)
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すると，Helmholtz方程式は(
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

1
ρ2

∂2

∂φ2
+ k2

)
f(ρ)g(φ) = 0 (1.5.20)

⇔ f ′′g +
1
ρ
f ′g +

1
ρ2
fg′′ + k2fg = 0 (1.5.21)

⇔ ρ2 f
′′

f
+ ρ

f ′

f
+ k2ρ2 = −g

′′

g
(1.5.22)

と変形できる．最後の式では左辺は ρのみ，右辺は φのみの函数であるから，

これらはある定数 hに等しくなる．そして g は

d2g

dφ2
= −hg (1.5.23)

∴ g(φ) = Ce±
√
−hφ (1.5.24)

となる．

■ g(φ)の形：h < 0のとき

このとき，g(φ+ 2π) = g(φ)（一価性条件）が満たされないので不適．

■ g(φ)の形：h > 0のとき

このとき，(1.5.24)式は

g(φ) = Ce±i
√

hφ (1.5.25)

となる．これが g(φ+ 2π) = g(φ)を満たすので，
√
h = m (m = 0, 1, · · · ). (1.5.26)

■ f(ρ)の満たす微分方程式とその解

(1.5.26)式によって (1.5.22)式を整理すれば，

ρ2 d2f

dρ2
+ ρ

df
dρ

+ (k2ρ2 −m2)f = 0 (1.5.27)
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であるから，kρ =: xとおくと，

x2 d2f

dx2
+ x

df
dx

+ (x2 −m2)f = 0 (1.5.28)

となる．これは次数mの Besselの微分方程式と呼ばれるもので，解はm次の

Bessel函数

Jm(x) =
∞∑

s=0

(−1)s

s!(m+ s)!

(x
2

)m+2s

(1.5.29)

である．以上より，解は

fm(ρ) = Jm(kρ) (1.5.30)

⇒ um(ρ, φ) = Jm(kρ)e±imφ (1.5.31)

∴ ϕm(ρ, φ, t) = Jm(kρ)e±imφeiωt. (1.5.32)

■境界条件

円柱の境界条件（例：太鼓の端）で振動は 0になるはずなので，円柱の半径

を Rとして

ϕ(ρ = R,φ, t) = 0 (1.5.33)

⇒ Jm(kR) = 0 (1.5.34)

⇒ k =
1
R
jmn （jmn は Jm の零点のひとつ） (1.5.35)

∴ ϕmn(ρ, φ, t) = Jm

( r
R
jmn

)
e±imφeiωt. (1.5.36)

となる．一般的には (m,n)の重ね合わせ

ϕ(ρ, φ, t) =
∑
m,n

CmnJm

( r
R
jmn

)
e±imφeiωt (1.5.37)

である．

■補足：変数分離について

解の形を初めから変数分離の形としたが，果たしてこれは適切であったの

か．つまり，得られた解が一般的なものであるかを考える．解には一価性条件
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u(ρ, φ) = u(ρ, φ + 2π)が要請されている．つまり φに関して周期函数なので

Fourier級数展開が可能であり，

u(ρ, φ) =
∑
m

fm(ρ)eimφ, (1.5.38)

fm(ρ) =
1
2π

∫ π

−π

u(ρ, φ)e−imφdφ (1.5.39)

とできる．これを Helmholtz方程式へ代入して，φに関する計算を先に行って

しまえば，∑
m

(
d2

dρ2
+

1
ρ

d
dρ

− m2

ρ2
+ k2

)
fm(ρ)eimφ = 0 (1.5.40)

となる．ここに e−inφ をかけて −π ≤ φ ≤ π で積分すると，eの積分に関して∫ π

−π

dφei(m−n)φ = δmn (1.5.41)

であるから，結局 (
d2

dρ2
+

1
ρ

d
dρ

− m2

ρ2
+ k2

)
fn(ρ) = 0 (1.5.42)

という式になる．これは，変数分離の時に導出した (1.5.28)式を ρ2 で割った

ものになっていて，同じ方程式である．

今は変数分離の形としても一般的な解が得られたが，どのような場合に

u(x, y) =
∑

n

fn(x)gn(y) (1.5.43)

は成り立つのか．実は，{gn(y)}が完全系（後述）を成していれば必ずこのよ
うに書くことができる．上の例では，gn(φ) = einφ が完全系を成している．

1.5.3 球対称

今度は球面のような球対称な系を考える：[
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r
+

1
r2

Ω̂(θ, φ) + k2

]
u(r, θ, φ) = 0 (1.5.44)

この場合は，球面調和函数（Legendre函数）と球 Bessel函数が登場する．
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■変数分離

今回は

u(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ) (1.5.45)

と変数分離する．（後に出てくる Y m
l (θ, φ)が完全系を成すので，正当化は後で

できる．）代入して整理すると，

r2
R′′

R
+ 2r

R′

R
+ r2k2 = − Ω̂Y

Y
(=: α) (1.5.46)

となる．左辺は rのみ，右辺は θ, φのみの函数なので，定数 αとおくことがで

きる．

■角度成分：球面調和函数

(1.5.46)式より， (
Ω̂ + α

)
Y = 0. (1.5.47)

一価性条件 Y (θ, φ+ 2π) = Y (θ, φ)より Fourier級数展開して，

Y (θ, φ) =
∑
m

Pm(θ)eimφ, (1.5.48)

Pm(θ) =
1
2π

∫ π

−π

Y (θ, φ)e−imφdφ. (1.5.49)

(1.5.47)式へ代入して φに関して先に計算してしまうと，∑
m

[
∂

∂(cos θ)

(
sin2 θ

∂

∂(cos θ)

)
− m2

sin2 θ
+ α

]
Pm(θ)eimφ = 0 (1.5.50)

となる．前節と同様に e−inφ をかけて −π ≤ φ ≤ π で積分すると，[
d

d(cos θ)

(
sin2 θ

d
d(cos θ)

)
− m2

sin2 θ
+ α

]
Pm(θ) = 0 (1.5.51)

となる．z := cos θ とおくと，これは[
d
dz

{
(1 − z2)

d
dz

}
− m2

1 − z2
+ α

]
Pm(z) = 0 (1.5.52)
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という微分方程式になる．実は，物理的に意味のある αは

α = l(l + 1); l ∈ Z, l ≥ |m| (1.5.53)

のみである．このときの微分方程式[
d
dz

{
(1 − z2)

d
dz

}
− m2

1 − z2
+ l(l + 1)

]
Pm

l (z) = 0 (1.5.54)

を Legendreの陪微分方程式という．m = 0のときは Legendreの微分方程式

と呼ばれる．解 Pm
l は Legendre 陪函数といい，m = 0 の解 Pl は Legendre

多項式という．以上より，

Ω̂(θ, φ)Y (θ, φ) = −l(l + 1)Y (θ, φ) (1.5.55)

の解として，

Y m
l (θ, φ) = Pm

l (cos θ)eimφ (1.5.56)

が得られた．これを球面調和函数という．

■動径成分：球 Bessel函数

α = l(l + 1)としたので，(1.5.46)式より

r2
d2R

dr2
+ 2r

dR
dr

+ r2k2R = l(l + 1)R (1.5.57)

となる．kr = xとすれば

x2 d2R

dx2
+ 2x

dR
dx

+
[
x2 − l(l + 1)

]
R = 0 (1.5.58)

という微分方程式になる．これは，Besselの微分方程式 (1.5.28)に似ている．

そこで，R(x) = f(x)/
√
xとおくと，

x2 d2f

dx2
+ x

df
dx

+

[
x2 −

(
l +

1
2

)2
]
R = 0 (1.5.59)

となる．これは次数 l + 1
2 の Besselの微分方程式なので，解は

f(x) = Jl+ 1
2
(x) (1.5.60)
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である3)．ゆえに動径成分は

R(r) =
1√
x
Jl+ 1

2
(x) (1.5.61)

となる．これは球 Bessel函数と呼ばれる．

以上より，(∇2 + k2)u = 0の解は

u(r, θ, φ) =
∑
l,m

Clm︸ ︷︷ ︸
重ね合わせ

1√
kr
Jl+ 1

2
(kr)︸ ︷︷ ︸

球 Bessel 函数

Y m
l (θ, φ)︸ ︷︷ ︸
球面調和函数

(1.5.62)

=
∑
l,m

Clm
1√
kr
Jl+ 1

2
(kr) Pm

l (cos θ)︸ ︷︷ ︸
Legendre 函数

eimφ (1.5.63)

である．

1.5.4 球対称 1/r ポテンシャル

3次元の定常状態 Schrödinger方程式[
− ~2

2m
∇2 + V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) (1.5.64)

で，Coulomb型ポテンシャル

V (x) = −A
r

(1.5.65)

による束縛状態 (E < 0)を考える．

2mA
~2

= α, − 2mE
~2

= ε (1.5.66)

とおけば，Schrödinger方程式は(
∇2 +

α

r
− ε
)
ψ(x) = 0 (1.5.67)

3)　Bessel 函数を見直すと，次数が自然数でない場合の定義ができないように思える．後に説
明するが，(1.5.29)式の分母の (m + s)!をガンマ函数によって Γ (m + s + 1)とすればよい．
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と変形できる．解を変数分離して，

ψ(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ) (1.5.68)

とする．整理すると，前節と同様に角度成分は球面調和函数になる．動径成

分は [
d2

dr2
+

2
r

d
dr

− l(l + 1)
r2

+
α

r
− ε

]
R(r) = 0 (1.5.69)

を満たす．ここから変数変換すると，Laguerre の陪微分方程式が得られ，

Laguerre陪多項式が解になる．

§ 1.A Fourier級数・Fourier変換・デルタ函数

ある函数 f の満たす微分方程式を直接解くよりも，その Fourier変換が満た

す方程式を解くほうが楽なことが頻繁にある．

1.A.1 Fourier級数

周期 2π の実函数 f(x)に対して，

f(x) =
1
2
a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (1.A.1)

とできる．ただし 
an =

1
π

∫ π

−π

cosnxf(x)dx, (1.A.2)

bn =
1
π

∫ π

−π

sinnxf(x)dx. (1.A.3)

あるいは， 
cn =

1
2
(an − ibn), (b0 = 0) (1.A.4)

c−n =
1
2
(an + ibn) = c∗n (1.A.5)

ゆえに

cn =
1
2π

∫ π

−π

e−inxf(x)dx (1.A.6)
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とおくと，

f(x) =
∞∑

n=−∞
cneinx (1.A.7)

証明 (1.A.6)式へ (1.A.7)式を代入する：

(1.A.6)式右辺 =
1
2π

∫ π

−π

e−inx

(∑
m

cmeimx

)
dx

=
1
2π

∑
m

cm

∫ π

−π

e−i(n−m)xdx

= cn. (1.A.8)

今度は逆に，(1.A.7)式へ (1.A.6)式を代入する：

(1.A.7)式右辺 =
∑

n

(
1
2π

∫ π

−π

e−inyf(y)
)

einx

=
∫ π

−π

(
1
2π

∑
n

ein(x−y)

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

f(y)dy

=
∫ π

−π

δ(x− y)f(y)dy

= f(x). (1.A.9)

よって，確かに正しく変換されていることが分かった．4)

例 1 f(x) = |x|,−π ≤ x < π を Fourier変換する．

cn =


π

2
n = 0 (1.A.10)

0 n : even (1.A.11)

− 2
πn2

n : odd (1.A.12)

が係数になる．

4)　実は (∗)は，周期 2π のデルタ函数である．
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例 2 f(x) =

0 (−π ≤ x < 0)

1 (0 ≤ x < π)
を Fourier変換する．

1.A.2 Fourier変換

周期 2π から −∞ < x <∞へ拡張する．総和から積分になる：
f̃(p) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−ipxdx, (1.A.13)

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f̃(p)eipxdp. (1.A.14)

証明 (1.A.13)式を (1.A.14)式へ代入する：

(1.A.14)式右辺 =
1
2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(y)e−ipxdy

)
eipxdp

=
1
2π

∫ ∞

−∞
f(y)

(∫ ∞

−∞
eip(x−y)dp

)
︸ ︷︷ ︸

2πδ(x−y)

dy

= f(x). (1.A.15)

1.A.3 デルタ函数

定義 1.5 デルタ函数とは，

δ(x) =

{
0 (x 6= 0)
∞ (x = 0)

, (1.A.16)∫ ∞

−∞
δ(x)dx =

∫ ε

−ε

δ(x)dx = 1 (1.A.17)∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a) (1.A.18)

を満たす超函数である．
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■性質

簡単な性質に，以下の二つがある： δ(−x) = δ(x), (1.A.19)

δ(ax) =
1
a
δ(x) (a > 0). (1.A.20)

より一般的には，

δ(f(x)) =
∑

i

1
|f ′(ai)|

δ(x− ai) （ai は f(x) = 0の解） (1.A.21)

が成立する．また，デルタ函数の微分は，∫ ∞

−∞
f(x)δ′(x)dx = −f ′(0) (1.A.22)

を満たす．

■デルタ函数のいろいろな表現

1© δ(x) = lim
a→+0

1
π

Im
1

x− ia
(1.A.23)

= lim
a→+0

a

π

1
x2 + a2

(1.A.24)

2© δ(x) = lim
a→+0

1
a
√
π

e−
x2

a2 (1.A.25)

3© δ(x) = lim
λ→∞

sinλx
πx

(1.A.26)

実はこれらは，x 6= 0 で必ずしも δ(x) = 0 とはなっていない（激しく振動す

る）．しかし， ∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0) (1.A.27)

は満たしている（これがデルタ函数のより正しい定義である）．
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■Dirichletの積分定理5)

f(x)が区間 [a, b]で，有限個の単調な区間に分けられるとする．このとき，

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x)
sinλx
πx

dx =



0 (a < b < 0) (1.A.28)
f(−0)

2
(a < b = 0) (1.A.29)

f(−0) + f(+0)
2

(a < 0 < b) (1.A.30)

f(+0)
2

(a = 0 < b) (1.A.31)

0 (0 < a < b) (1.A.32)

とできる．特に，f(x)が x = 0で連続のとき，

lim
λ→∞

∫ b

a

f(x)
sinλx
πx

dx = f(0) (a < 0 < b) (1.A.33)

である．

※実は Fourier級数・変換に出てきたデルタ函数は同じように，「振動するが，

(1.A.18)式は満たしている形」になっている．∫ ∞

−∞

dp
2π

eip(x−y) = lim
λ→∞

∫ λ

−λ

dp
2π

eip(x−y)

= lim
λ→∞

[
1
2π

1
i(x− y)

eip(x−y)

]λ

−λ

= lim
λ→∞

sinλ(x− y)
π(x− y)

= δ(x− y) (1.A.34)

Fourier級数の方は，

D(x) =
1
2π

∑
n

einx

=
1
2π

(
1 + 2

∞∑
n=1

cosnx

)
(1.A.35)

5)　cf.寺沢寛一「自然科学者のための数学概論」



30 | 第 1 章 偏微分方程式と Fourier変換

であり，

D(x) sinx =
1
2π

(
sinx+ 2

∞∑
n=1

cosnx sinx

)

=
1
2π

[
sinx+

∞∑
n=1

(sin(n+ 1)x− sin(n− 1)x)

]

=
1
2π

lim
N→∞

[sin(N − 1)x+ sinNx]

=
1
2π

lim
N→∞

2 cos
x

2
sin
(
N − 1

2

)
x

= x cos
x

2
lim

N→∞

sin
(
N − 1

2

)
x

πx︸ ︷︷ ︸
δ(x)

(1.A.36)

と，sinx = 2 sin x
2 cos x

2 によって

D(x) =
x
2

sin x
2

δ(x)

= δ(x) (−π ≤ x < π) (1.A.37)



第2章
特殊函数

§ 2.1 直交多項式としての特殊函数

1.5節で見た Bessel函数，Legendre陪函数，Laguerre陪函数，そして他にも

Hermite 函数は直交函数系をなす．さらに Bessel 函数以外は，直交多項式の

形で頻繁に登場する．例えば，Legendre多項式 Pl(x)は l次の多項式で，

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3
2
x2 − 1

2
, · · · . (2.1.1)

また {P0, P1, · · · }は，[−1, 1]で定義された内積に対して直交系を成す：∫ 1

−1

PnPmdx = 0 (n 6= m). (2.1.2)

2.1.1 函数の内積

定義 2.1 [a, b]で定義された f(x), g(x)に対して，w(x)を重みとする内積を

〈f(x), g(x)〉 =
∫ b

a

w(x)f∗(x)g(x)dx (2.1.3)

と定義する．w(x)は重み函数といい，[a, b]において正の値をとる．

内積には以下の性質がある：

1. 〈f1 + f2, g〉 = 〈f1, g〉 + 〈f2, g〉
2. 〈f, λg〉 = λ 〈f, g〉 , 〈λf, g〉 = λ∗ 〈f, g〉
3. 〈f, g〉 = 〈g, f〉∗

4. 〈f, f〉 = ‖f‖2 ≥ 0：函数のノルム

5. | 〈f, g〉 | ≤ ‖f‖ · ‖g‖：Cauchy-Schwarzの不等式

6. ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖：三角不等式
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5,6について証明する．まず 5について：

証明 〈f, g〉 = | 〈f, g〉 |eiα に対して，λ = xeiα とおき（xは実数），‖f −λ∗g‖2

を計算する：

0 ≤ ‖f − λ∗g‖2

=
∫ b

a

w(x) (f∗ − λg∗) (f − λ∗g) dx

=
∫ b

a

w(x)
[
|f |2 − (λ∗f∗g + λfg∗) + |λ|2|g|2

]
dx

= ‖f‖2 −
(
λ∗ 〈f, g〉 + λ 〈f, g〉∗

)
+ |λ|2‖g‖2

= ‖f‖2 − 2x| 〈f, g〉 | + x2‖g‖2 (2.1.4)

これが任意の xにおいて成立するはず（ノルムは非負）なので，判別式の条件

より

| 〈f, g〉 |2 − ‖f‖2‖g‖2 ≤ 0 (2.1.5)

∴ | 〈f, g〉 | ≤ ‖f‖ · ‖g‖ (2.1.6)

と，示された．

続いて 6について：

証明 f + g =: hとおく．さらに

f =
〈h, f〉
‖h‖2

h+ f̃, g =
〈g, f〉
‖h‖2

h+ g̃ (2.1.7)

とおくと，それぞれと hとの内積をとれば分かるように

〈h, f̃〉 = 0, 〈h, g̃〉 = 0 (2.1.8)

である．よって

‖f‖2 =
∣∣∣∣ 〈h, f〉‖h‖2

∣∣∣∣2 + ‖f̃‖2 ≥ 〈h, f〉2

‖h‖2
, (2.1.9)

‖g‖2 =
∣∣∣∣ 〈h, g〉‖h‖2

∣∣∣∣2 + ‖g̃‖2 ≥ 〈h, g〉2

‖h‖2
(2.1.10)
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であるから，

‖f‖ + ‖g‖ ≥ | 〈h, f〉 |
‖h‖

+
| 〈h, g〉 |
‖h‖

≥

|〈h,h〉|=‖h‖2︷ ︸︸ ︷
| 〈h, f〉 + 〈h, g〉 |

‖h‖
= ‖h‖

= ‖f + g‖ (2.1.11)

と，示された．

2.1.2 直交函数系

定義 2.2

〈f(x), g(x)〉 =
∫ b

a

w(x)f∗(x)g(x)dx = 0 (2.1.12)

のとき，f(x), g(x)は直交するという．

定義 2.3 函数の集合 {f1, f2, · · · , fn}が

〈fi, fj〉 = Niδij (Ni > 0) (2.1.13)

を満たすとき，これを直交函数系という．さらに，

ϕi =
1√
Ni

fi (2.1.14)

⇒ 〈ϕi, ϕj〉 = δij (2.1.15)

というときは，正規直交函数系（正規直交系）という．

例

gm(x) = eimx (2.1.16)

は，区間 [−π, π]，重み w = 1に対して直交函数系になっている：

〈gm, gn〉 =
∫ π

−π

e−imxeinxdx = 2πδmn. (2.1.17)
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2.1.3 完全性について

定義 2.4 区間 [a, b] で任意の函数 f(x) が {f1, f2, · · · , fn(x), · · · } の線型結
合で表すことができるとき，{f1, · · · }は完全系を成すという．このとき，

f(x) =
∞∑

n=1

cnfn(x) (2.1.18)

⇔ lim
N→∞

∥∥∥∥∥f(x) −
N∑

n=1

cnfn(x)

∥∥∥∥∥
2

= 0 (2.1.19)

という関係式が成り立つ．

■Besselの不等式

正規直交系 {ϕ1, ϕ2, · · · }に対して，

dN
2 =

∥∥∥∥∥f(x) −
N∑

n=1

cnϕn(x)

∥∥∥∥∥
2

(2.1.20)

が最小値をとるような {cn}を求めてみよう．実際に計算して，

dN
2 = ‖f‖2 −

N∑
n=1

cn 〈f, ϕn〉 −
N∑

n=1

cn
∗ 〈f, ϕn〉∗ +

N∑
n=1

N∑
m=1

cn
∗cm 〈ϕn, ϕm〉︸ ︷︷ ︸

δnm

=
N∑

n=1

∣∣cn − 〈f, ϕn〉∗
∣∣2 + ‖f‖2 −

N∑
n=1

〈f, ϕn〉2 (2.1.21)

となる．これを最小にするには，

cn = 〈f, ϕn〉∗ = 〈ϕn, f〉 (2.1.22)

とすればよい．このとき，

dN
2 = ‖f‖2 −

N∑
n=1

〈f, ϕn〉2 ≥ 0 (2.1.23)

⇔
N∑

n=1

|cn|2 =
N∑

n=1

| 〈f, ϕn〉 |2 ≤ ‖f‖2 (2.1.24)

なる不等式が成立する．これは Besselの不等式と呼ばれる．
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■Persevalの等式

また {ϕ1, ϕ2 · · · }が完全系であれば，

∞∑
n=1

|cn|2 =
∞∑

n=1

| 〈f, ϕn〉 |2 = ‖f‖2 (2.1.25)

f(x) =
∞∑

n=1

cnϕn(x) =
∞∑

n=1

〈ϕn, f〉ϕn(x) (2.1.26)

という式が成立する．第 1式は Persevalの等式と呼ばれる．

■完全系の条件

正規直交系 {ϕ1, ϕ2, · · · } が完全系であるための条件を考える．デルタ函数
が展開できる，つまり

δ(x− y) =
∞∑

n=0

dn(y)ϕn(x) (2.1.27)

をみたす dn(y)が存在すれば，任意の函数 f(x)について

f(x) =
∫ ∞

−∞
dyf(y)δ(x− y)

=
∞∑

n=0

[∫
dydn(y)f(y)

]
︸ ︷︷ ︸

cn

ϕn(x) (2.1.28)

と展開できるので，完全系であるといえる．

(2.1.27)式が成立する条件を求める．両辺に w(x)ϕm
∗(x)をかけて xで積分

すると，

（左辺）= w(y)ϕm
∗(y) (2.1.29)

（右辺）=
∞∑

n=0

dn(y)
∫
w(y)ϕ∗

m(y)ϕn(x)dx︸ ︷︷ ︸
δmn

= dm(y) (2.1.30)
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となる．ゆえに (2.1.27)式へ代入すると，

w(y)
∑

n

ϕn
∗(x)ϕn(y) = δ(x− y) (2.1.31)

となる．この式が成立すれば，{ϕ1, ϕ2, · · · }は完全系であるといえる．
例 正規直交系

ϕn(x) =
1√
2π

einx (2.1.32)

は， ∑
n

ϕn
∗(x)ϕn(y) =

1
2π

∑
n

ein(x−y) = δ(x− y) (2.1.33)

なので，完全系である．

2.1.4 直交多項式

直交函数系を成す函数で，かつ実の多項式であるものを直交多項式という．

表に簡単にまとめる

積分区間 I 名前 記号 重み函数 w(x)

A© [−1, 1]

Jacobi P
(α,β)
n (1 − x)α(1 + x)β (α, β > −1)

Gegenbauer C
(α)
n (1 − x2)α (α > −1)

Chebyshev Tn (1 − x2)−
1
2

Legendre Pn 1

B© [0,∞)
Sonin S

(α)
n e−xxα (α > −1)

Laguerre Ln e−x

C© (−∞,∞) Hermite Hn e−x2

具体的には，

A© Legendre多項式

P0 = 1, P1 = x, P2 =
3
2
x2 − 1

2
(2.1.34)

Chebyshev多項式

T0 = 1, T1 = x, T2 = 2x2 − 1 (2.1.35)
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B© Laguerre多項式

L0 = 1, L1 = −x+ 1, L2 = x2 − 4x+ 2 (2.1.36)

C© Hermite多項式

H0 = 1, H1 = 2x, H2 = 4x2 − 2 (2.1.37)

などである．

2.1.5 直交多項式の一意性

直交多項式は，区間 I と重み函数 w(x)を与えると，規格化を除いて一意に

定まる．

■Gram-Schmidtの方法

まず P0(x) = 1とする．P1(x) = x+αとおき，〈P0, P1〉 = 0と要請すれば，

〈P0, P1〉 = 〈P0, x〉 + α 〈P0, 1〉 = 0 (2.1.38)

∴ α = −〈P0, x〉
〈P0, 1〉

(2.1.39)

である．次に P2(x) = x2 + β1x+ β0 とおく．〈P0, P2〉 = 〈P1, P2〉 = 0と要請

すれば，

〈P0, P2〉 = 〈P0, x
2〉 + β1 〈P0, x〉 + β0 〈P0, 1〉 = 0 (2.1.40)

〈P1, P2〉 = 〈P1, x
2〉 + β1 〈P1, x〉 + β0 〈P1, 1〉 = 0 (2.1.41)

となるので，これらから β1, β0 を求めればよい．以下同様にして，Pn(x) =

xn +
n−1∑
k=0

γkx
k の γk を求める．

■別の方法

P1, · · · , Pn−1 が分かっているときに，

Pn(x) = xn +
n−1∑
k=0

CkPk(x) (2.1.42)
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とすると，〈Pl, Pn〉 = 0 (l = 0, · · · , n− 1)より

〈Pl, Pn〉 = 〈Pl, x
n〉 + Cl 〈Pl, Pl〉 (2.1.43)

∴ Cl = −〈Pl, x
n〉

〈Pl, Pl〉
(2.1.44)

∴ Pn(x) = xn +
n−1∑
k=0

(
−〈Pk, x

n〉
〈Pk, Pk〉

)
Pk(x) (2.1.45)

となる．

2.1.6 直交多項式の完全性

任意の n次多項式は，直交多項式 p0(x), p1(x), · · · で表すことができる：

fn(x) =
n∑

k=0

akx
k ⇒ fn(x) =

n∑
k=0

ckpk(x) (2.1.46)

一方，f(x) を [a, b] で連続な任意の函数とすると，任意の ε > 0 に対して，

a ≤ x ≤ bで常に

|f(x) − fN (x)| < ε (2.1.47)

となる多項式 fN (x)が存在することが分かっている（Weierstrassの定理）．

以上より，任意の連続な函数 f(x)は，直交多項式 pn(x)で展開できる：

f(x) =
∞∑

k=0

ckpk(x). (2.1.48)

2.1.7 直交多項式のRodriguesの公式による表現

直交多項式について，Rodriguesの公式：

pn(x) = cn
1

w(x)
dn

dxn

[
w(x)

(
Q(x)

)n
]

(2.1.49)

が成立する．ただし cn は規格化定数で，Q(x)は多項式である．

いくつかの直交多項式についてまとめる：
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積分区間 I 名前 記号 重み函数 w(x) Q(x)

A© [−1, 1]

Jacobi P
(α,β)
n

(1 − x)α(1 + x)β

1 − x2

(α, β > −1)

Gegenbauer C
(α)
n

(1 − x2)α

(α > −1)

Chebyshev Tn (1 − x2)−
1
2

Legendre Pn 1

B© [0,∞)
Sonin S

(α)
n

e−xxα

x(α > −1)

Laguerre Ln e−x

C© (−∞,∞) Hermite Hn e−x2
1

　多項式・次数の CHECK pn(x)が xの多項式であるか確認する．

A© Legendre多項式

Pn(x)
cn

=
dn

dxn

[
(1 − x2)n︸ ︷︷ ︸
2n 次多項式

]
= n次多項式 (2.1.50)

B© Laguerre多項式

Ln(x)
cn

= ex dn

dxn

(
e−xxn

)
= ex

n∑
k=0

nCk

(
Dn−ke−x

) (
Dkxn

) (
D =

d
dx

)

= ��ex
n∑

k=0

nCk(−1)n−k��e−x
(
• × xn−k

)
= n次多項式 (2.1.51)

C© Hermite多項式

Hn(x)
cn

= ex2 dn

dxn
e−x2︸ ︷︷ ︸

e−x2×n 次多項式

= n次多項式 (2.1.52)

　直交性の CHECK pn(x)が直交しているか確認する．

pn(x) = cn
1

w(x)
DnGn(x) (2.1.53)
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とおく．ただし  Dn =
dn

dxn
(2.1.54)

Gn(x) = w(x)Q(x)n (2.1.55)

である．次の (i)，(ii)のステップで示す．

ステップ (i) Gn(x) = w(x)Q(x)n は，

DkGn(a) = DkGn(b) = 0 (k = 0, 1, · · · , n− 1) (2.1.56)

を満たす．

例えば Jacobiでは，

Gn(x) = (1 − x)α(1 + x)β(1 − x2)n

= (1 − x)α+n(1 + x)β+n. (2.1.57)

k ≤ n− 1のとき，

DkGn(x) = Dk
[
(1 − x)α+n(1 + x)β+n

]
=

k∑
j=0

• × (1 − x)α+n−j(1 + x)β+n−(k−j). (2.1.58)

であり， {
α+ n− j ≥ α+ n− k ≥ α+ 1 > 0, (2.1.59)
β + n− (n− j) ≥ β + n− k ≥ β + 1 > 0. (2.1.60)

よって

DkGn(x)
∣∣∣
x=±1

= 0 (k = 0, 1, · · · , n− 1) (2.1.61)

である．他も同様に示すことができる．

ステップ (ii) f(x)を (n− 1)次以下の多項式として，

〈f, pn〉 =
∫ b

a

w(x)f(x)
[
cn

1
w(x)

DnGn(x)
]

dx

= cn

∫ b

a

f(x)DnGn(x)dx
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= cn

[
f(x)DnGn(x)

]b

a︸ ︷︷ ︸
0

−cn
∫ b

a

[
Df(x)

][
Dn−1Gn(x)

]
dx

= · · · （部分積分を次々用いる）

= (−1)ncn

∫ b

a

[
Dnf(x)

]
︸ ︷︷ ︸

0
（f(x) は (n − 1) 次以下）

Gn(x)dx

= 0 (2.1.62)

よって特に，

〈p0, pn〉 = 〈p1, pn〉 = · · · = 〈pn−1, pn〉 = 0. (2.1.63)

よって Rodoriguesの公式は直交多項式となっている．

2.1.8 直交多項式の満たす微分方程式

Rodoriguesの公式によって

Pn(x) = cn
1

w(x)
dn

dxn

[
w(x)

(
Q(x)

)n
]
. (2.1.64)(

〈Pn, Pm〉 = Nnδnm

)
(2.1.65)

と書けた直交多項式は，微分方程式[
Q(x)

d2

dx2
+
P1

c1

d
dx

+ λn

]
u(x) = 0 (2.1.66)

λn = −n
(
P1

′

c1
+
n− 1

2
Q′′
)

(2.1.67)

の解になっている．これを証明する．

証明 ステップ (i)～(v)で示す．

ステップ (i)

Ĥ =
1
w

d
dx

(
wQ

d
dx

)
(2.1.68)
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とおくと，(2.1.66)式は

Ĥu = −λnu (2.1.69)

と書ける．

ステップ (ii) Ĥ は n次多項式を n次（以下）の多項式に写像する：

Ĥu = Q︸︷︷︸
2 次以下

u′′ +
P1

c1︸︷︷︸
1 次

u′ (2.1.70)

ステップ (iii) Ĥ は内積に対して

〈f, Ĥg〉 = 〈Ĥf, g〉 (2.1.71)

を満たす（Hermite性）：

∵ 〈f, Ĥg〉 =
∫ b

a

wfĤgdx =
∫ b

a

f
d
dx

(
wQ

dg
dx

)
dx

=
[
fwQ

dg
dx

]b

a︸ ︷︷ ︸
0

−
∫ b

a

df
dx
wQ

dg
dx

dx

= −
[
df
dx
wQg

]b

a

+
∫ b

a

[
d
dx

(
df
dx
wQ

)]
gdx

= 〈Ĥf, g〉 (2.1.72)

ステップ (iv) Pn(x)は Ĥ の固有函数；

ĤPn(x) = knPn(x). (2.1.73)

∵ステップ (ii)より

ĤPn(x) =
n∑

l=0

cl
(n)Pl(x) (2.1.74)

と書ける．m < nのとき，

〈Pm, ĤPn〉 =
n∑

l=0

cl
(n) 〈Pm, Pl〉 = cm

(n)Nm. (2.1.75)
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一方，ステップ (iii)より，

〈Pm, ĤPn〉 = 〈ĤPm, Pn〉 =
m∑

l=0

cl
(m) 〈Pl, Pn〉 = 0 (2.1.76)

(2.1.75),(2.1.76)式より，

cm
(l) = 0 (m < n). (2.1.77)

(2.1.74)式より，

ĤPn = cn
(n)Pn. (2.1.78)

ステップ (v) 固有値を求める．
Pn = pxn + · · · (2.1.79)
Qn = ax2 + · · · (2.1.80)
P1

c1
= bx+ · · · (2.1.81)

とすると，

ĤPn = QPn
′′ +

P1

c1
Pn

′

= (ax2 + · · · )(pn(n− 1)xn2
+ · · · ) + (bx+ · · · )(pnxn−1 + · · · )

= n[a(n− 1) + b] (pxn + · · · )︸ ︷︷ ︸
Pn(x)

= n

[
Q′′

2
(n− 1) +

P1
′

c1

]
︸ ︷︷ ︸

−λn

Pn

= −λnPn(x) (2.1.82)

■微分方程式の具体形

一般形は (
Q

d2

dx2
+
P1

c1

d
dx

+ λn

)
u(x) = 0 (2.1.83)
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λn = −n

(
P1

′

c1
+
n− 1

2
Q′′
)

P1

c1
=

1
w

(wQ)2
(2.1.84)

である．

　Jacobi・Legendreの微分方程式{
w = (1 − x)α(1 + x)β (2.1.85)
Q = 1 − x2 (2.1.86)

なので，

P1

c1
=

1
(1 − x)α(1 + x)β

d
dx
[
(1 − x)α+1(1 + x)β+1

]
= −(α+ β + 2)x+ (β − α) (2.1.87)

⇒ P1
′

c1
= −(α+ β + 2) (2.1.88)

λ = n(α+ β + n+ 1) (2.1.89)

よって[
(1 − x2)

d2

dx2
+ [−(α+ β + 2)x+ (β − α)]

d
dx

+ n(α+ β + n+ 1)
]
u = 0

(2.1.90)

Jacobiの微分方程式

α = β で Gegenbauer，α = β = −1
2
で Chebyshev，α = β = 0で

[
(1 − x2)

d2

dx2
− 2x

d
dx

+ n(n+ 1)
]
u(x) = 0 (2.1.91)

Legendreの微分方程式 → 解：Legendre多項式

　Sonin・Laguerreの微分方程式{
w = e−xxα (2.1.92)
Q = x (2.1.93)
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なので，

P1

c1
= exxα

(
e−xxα+1

)′
= −x+ (α+ 1) (2.1.94)

⇒ P1
′

c1
= −1 (2.1.95)

λ = −n(−1 + 0) = n (2.1.96)

よって [
x

d2

dx2
+ [−x+ (α+ 1)]

d
dx

+ n

]
u(x) = 0 (2.1.97)

Soninの微分方程式 → 解：Soninの多項式

α = 0で [
x

d2

dx2
+ (−x+ 1)

d
dx

+ n

]
u(x) = 0 (2.1.98)

Laguerreの微分方程式

　Hermiteの微分方程式 {
w = e−x2

(2.1.99)
Q = 1 (2.1.100)

なので，

P1

c1
= ex2

(
e−x2

)′
= −2x (2.1.101)

⇒ P1
′

c1
= −2 (2.1.102)

λ = −n(−2 + 0) = 2n (2.1.103)

よって (
d2

dx2
− 2x

d
dx

+ 2n
)
u(x) = 0 (2.1.104)

Hermiteの微分方程式 → 解：Hermite多項式
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■物理の応用

　Legendre多項式 → Legendre陪函数 Legendre多項式から導かれる

Pm
n (x) = (1 − x2)

m
2

dm

dxm
Pn(x) (2.1.105)

を Legendre陪函数という．Pm
n は多項式ではない．詳細は 2.2節で述べる．

　Laguerre多項式 → Laguerre陪多項式 Laguerre多項式から導かれる，

Lm
n (x) =

dm

dxm
Ln(x) (2.1.106)

を Laguerre陪多項式という。これは (n−m)次の多項式である．Laguerreの

微分方程式をm回微分すると，[
x

d
dx2

+ [−x+ (m+ 1)]
d
dx

+ (n−m)
]
u(m) = 0 (2.1.107)

となる．これを Laguerreの陪微分方程式という．この方程式は，量子力学に

おいて水素原子の波動函数（を式変形したもの）が満たす．

　Soninの微分方程式とLagerreの陪微分方程式 (2.1.107)式と Soninの微

分方程式 (2.1.97)を見比べると，Soninの微分方程式で n→ n−m,α→ nと

したものになっていることが分かる．よって，Sonin多項式 S
(α)
n (x)によって

Lm
n ∝ S

(m)
n−m(x) (2.1.108)

と書ける．また，Sonin多項式の Rodorigues表示

S(α)
n ∝ exx−αDn

[
e−xxα+n

]
(2.1.109)

によって，

Lm
n (x) ∝ exx−mDn−m

[
e−xxn

]
(2.1.110)

Sonin多項式の直交性 ∫ ∞

0

e−xS
(α)
k (x)S(α)

l (x)dx ∝ δkl (2.1.111)
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より， ∫ ∞

0

e−xxmLm
k (x)Lm

l (x)dx ∝ δkl (2.1.112)

　Hermite 多項式 量子力学的な調和振動子を考える．定常状態の

Schrödinger方程式は(
− ~2

2m
d2

dx2
+

1
2
mω2x2 − E

)
ϕ(x) = 0 (2.1.113)

であるから，変数を無次元化するために
x =

√
~
mω

y, (2.1.114)

E = ~ω
(
ν +

1
2

)
(2.1.115)

とおく．すると (2.1.113)式は[
d2

dy2
− y2 + (2ν + 1)

]
ϕ = 0 (2.1.116)

であり，ϕ = e−
y2

2 とおくことで(
d2

dy2
− 2y2 + 2ν

)
u(y) = 0 (2.1.117)

と，Hermiteの微分方程式が得られる．

ν = 0, 1, · · · でないときは，解は y → ±∞(x → ±∞)で収束しない．ゆえ

に，物理的な状態を考えるときは ν = 0, 1, · · · =: nのときだけである．エネル

ギーはこれによって

En = ~ω
(
n+

1
2

)
(2.1.118)

と，とびとびの値をとる（量子化）．

(2.1.117)式の解は Hermite多項式によって

u(y) = Hn(y) (2.1.119)
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と求められるので，波動函数は

ϕ(x) = exp
(
−mω

2~
x2
)
Hn

(√
mω

~
x

)
(2.1.120)

となる．

■補足

これまでに出てきた微分方程式は 2階の（同次線型）微分方程式であるから、

2つの独立な解が存在するはずである．ここまででは，

Qu′′ +
P1

c1
u′ + λnu = 0 (2.1.121)

の解として

Pn = cn
1
w

Dn (wQn) (2.1.122)

が分かっていた．ではもう一つの解はどのようになるのだろうか．

Legendreの微分方程式

(1 − x2)u′ − 2xu′ + n(n+ 1)u = 0 (2.1.123)

について，これまでに分かっている解は Legendre多項式

u = Pn(x) (2.1.124)

である．もう一つの解として，第 2種 Legendre函数

u = Qn(x) (2.1.125)

が得られる．n = 1ではこれは

Q1 = −1 +
1
2
x log

(
1 + x

1 − x

)
(2.1.126)

となる．これは多項式でなく，また x = ±1で発散するため，例えば球面調和

函数 (x = cos θ)としては使うことができない．

このように，物理的状況（境界条件）に応じて解を選択する必要がある．
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2.1.9 直交多項式の規格化

Pn(x) = cn
1

w(x)
dn

dxn
(wQ(x)n) (2.1.127)

の規格化定数を定める．〈Pn, Pm〉 = δnm となるように規格化すれば良さそう

なのだが，それぞれ慣習で決まっている．

〈Pn, Pm〉 = Nnδnm (2.1.128)

とすれば，Nn は

Nn =
∫ b

a

wPnPndx

= · · ·

= cn(−1)n

∫ b

a

(DnPn)︸ ︷︷ ︸
定数

wQndx

= cn(−1)n (DnPn)
∫ b

a

wQndx (2.1.129)

である．

■Legendre多項式

w = 1, Q = 1 − x2 より，

Nn = cn(−1)n (DnPn)︸ ︷︷ ︸
cn(−1)n(2n)!

∫ b

a

wQndx︸ ︷︷ ︸
部分積分： (n!)2

(2n+1)!2
2n+1

=
2

2n+ 1
(cn2nn!)2 . (2.1.130)

cn =
(−1)n

2nn!
とおき，

Pn =
(−1)n

2nn!
dn

dxn

[
(x2 − 1)2

]
〈Pn, Pm〉 =

2
2n+ 1

δnm

(2.1.131)
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■Chebyshev多項式

結果だけ示す：

cn =
(−1)n

(2n− 1)!!
(2.1.132)

Tn(x) =
(−1)n

(2n− 1)!!
(1 − x2)

1
2

dn

dxn

[
(1 − x2)n− 1

2

]
〈Tn, Tm〉 = δnm ×

{π
2

(n 6= 0)

π (n = 0)

(2.1.133)

実は，Tn(x)は cosnθ の cos θ 展開になっている：

Tn(cos θ) = cosnθ, (2.1.134)

〈Tn, Tm〉 =
∫ π

0

dθ cosnθ cosmθ = δnm ×

{π
2

(n 6= 0)

π (n = 0)
. (2.1.135)

■Laguerre多項式

w = e−x, Q = xより，

Nn = cn
2(n!)2. (2.1.136)

cn = 1とおいて，

Ln(x) = ex dn

dxn

(
e−xxn

)
〈Ln, Lm〉 = (n!)2δnm

(2.1.137)

（注：cn = 1/n!とする定義もある．）

■Laguerre陪多項式

Lm
n (x) = (−1)nexDn−m

(
e−xxm

)
〈Lm

n , L
m
l 〉 =

∫ ∞

0

e−xxmLm
n L

m
l dx =

(n!)2

(n−m)!
δnm

(2.1.138)



2.1 直交多項式としての特殊函数 | 51

■Hermite多項式

Nn = cn
22nn!

√
π (2.1.139)

であり，cn = (−1)n として

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

〈Hn,Hm〉 = 2nn!
√
πδnm

(2.1.140)

2.1.10 直交多項式の母函数

■母函数


f(x, y) =

∞∑
n=0

Pn(x)
yn

n!
, (2.1.141)

g(x, y) =
∞∑

n=0

Pn(x)yn. (2.1.142)

これらの函数形が分かれば，その y によるべき展開で Pn(x)が得られる：

Pn(x) =
∂nf

∂yn

∣∣∣∣
y=0

(2.1.143)

=
1
n!

∂ng

∂yn

∣∣∣∣
y=0

. (2.1.144)

これが直交多項式の母函数による定義である．

■Rodoriguesの公式から母函数を求める

Rodoriguesの公式

Pn(x) = cn
1

w(x)
dn

dxn
(wQn) (2.1.145)
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で，xを複素数へ拡張した

dn

dxn
f(x) =

n!
2πi

∮
C

dz
f(z)

(z − x)n+1
(2.1.146)

を用いて，

Pn(x) = cn
1

w(x)
n!
2πi

∮
C

dz
w(z)Q(z)n

(z − x)n+1
(2.1.147)

とできる．これを (2.1.143),(2.1.144)式へ代入して母函数を求める．

　Legendre多項式 cn =
(−1)n

2nn!
, w = 1, Q = 1 − x2 より，

Pn(x) =
1

2πi
1
2n

∮
C

dz
(z2 − 1)n

(z − x)n+1
. (2.1.148)

よって，

g(x, y) =
∞∑

n=0

Pn(x)yn =
1

2πi

∞∑
n=0

∮
C

dz

(
y
2

)n (z2 − 1)n

(z − x)n+1

=
1

2πi

∮
C

dz
z − x− y

2 (z2 − 1)∵ 1
X−Y =

∑
Y n

Xn+1 を用いた．
収束するには |Y | < |X|，今の場合では∣∣y
2 (z2 − 1)

∣∣ < |z − x|となる経路が必要．



= −2
y

1
2πi

∮
C

dz
(z − z+)(z − z−)

(2.1.149)(
∵ 分母を因数分解した．
z± = 1±

√
1−2xy+y2

y である．

)
y が十分に小さいときは

z+ → 2
y
→ ∞ (2.1.150)

z− → 1 − (1 − xy)
y

∼ x (2.1.151)

であるから，

g(x, y) = −2
y

z − z+
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=
1√

1 − 2xy + y2
. (2.1.152)

よって，

∞∑
n=0

Pn(x)yn =
1√

1 − 2xy + y2
(2.1.153)

Legendre多項式の母函数表示

　Laguerre多項式 cn = 1, w = e−z, Q = z より，

Ln(x) =
n!
2πi

ex

∮
C

e−zzn

(z − x)n+1
dz. (2.1.154)

ゆえに，

∞∑
n=0

Ln(x)
yn

n!
=

1
2πi

ex

∮
C

dze−z
∞∑

n=0

(zy)n

(z − x)n+1

=
1

2πi
ex

∮
C

dze−z 1
z − x− zy

=
1

2πi
ex

∮
C

dze−z 1
1 − y

1
z − x

1−y

= exe−
x

1−y
1

1 − y

=
1

1 − y
e−

xy
1−y . (2.1.155)

よって，

∞∑
n=0

Ln(x)
yn

n!
=

1
1 − y

exp
(
− xy

1 − y

)
(2.1.156)

Laguerre多項式の母函数表示

　Laguerre陪多項式 (2.1.156)式に
∂m

∂xm
を作用する：

∞∑
n=0

Lm
n (x)

yn

n!
=

1
1 − y

(
−y

1 − y

)m

exp
(
− xy

1 − y

)
(2.1.157)
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∴
∞∑

n=0

Lm
n (x)

yn−m

n!
=

(−1)m

(1 − y)m+1
exp

(
− xy

1 − y

)
(2.1.158)

　Hermite多項式 cn =, w =, Q =より，

Hn(x) =
n!
2πi

(−1)nex2
∮

C

dze−z2 1
(z − x)n+1

. (2.1.159)

ゆえに

∞∑
n=0

Hn(x)
yn

n!
=

1
2πi

ex2
∮

C

dze−z2
∞∑

n=0

(−y)n

(z − x)n+1

=
1

2πi
ex2
∮

C

dze−z2 1
z − x+ y

= ex2
e−(x−y)2

= e2xy−y2
. (2.1.160)

よって

∞∑
n=0

Hn(x)
yn

n!
= e2xy−y2

(2.1.161)

Hermite多項式の母函数

2.1.11 直交多項式の漸化式

■Hermite多項式

Hermite多項式の漸化式は，{
Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x) (2.1.162)
Hn

′(x) = 2nHn−1(x) (2.1.163)

である．

証明 母函数

f(x, y) = e2xy−y2
=

∞∑
n=0

Hn(x)
yn

n!
(2.1.164)
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の微分を考える：

∂f

∂x
= 2yf, (2.1.165)

∂f

∂y
= (2x− 2y)f. (2.1.166)

(2.1.165) 式へ (2.1.164) 式を代入し，y の係数を比較すれば (2.1.162) 式が，

(2.1.166) 式へ (2.1.164) 式を代入し，y の係数を比較すれば (2.1.163) 式が得

られる．

■Laguerre陪多項式

Laguerre陪多項式の漸化式は

(
1 − m

n+ 1

)
Lm

n+1(x)

+(x−m− 2n− 1)Lm
n (x) + n2Lm

n−1(x) = 0 (2.1.167)(
x

d
dx

− n+m

)
Lm

n (x) = −n2Lm
n−1(x) (2.1.168)

である．m = 0とすれば，Laguerre多項式の漸化式
Ln+1(x) + (x− 2n− 1)Ln(x) + n2Ln−1(x) = 0 (2.1.169)(
x

d
dx

− n

)
Ln(x) = −n2Ln−1(x) (2.1.170)

となる．

証明 今回も母函数を用いる．

f(x, y) =
(−1)m

(1 − y)m+1
exp

(
− xy

1 − y

)
=

∞∑
n=0

Lm
n (x)

yn−m

n!
, (2.1.171)

log f = log(−1)m − (m+ 1) log(1 − y) − xy

1 − y
(2.1.172)

なので，x, y で微分して
1
f

∂f

∂x
= − y

1 − y
, (2.1.173)

1
f

∂f

∂y
=
m+ 1
1 − y

− x

(1 − y)2
. (2.1.174)
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(2.1.174)式 ×(1 − y2)f の yn−m の項の比較から (2.1.167)式が得られる．ま

た，(2.1.173),(2.1.174)式から

x
∂f

∂x
− y

∂f

∂y
= −y2 ∂f

∂y
− (m+ 1)yf (2.1.175)

が示されるので，yn−m の項を比較して (2.1.168)式が得られる．

■Legendre多項式

やはり母函数

1√
1 − 2xy + y2

=
∞∑

n=0

Pn(x)yn (2.1.176)

を x, y で微分すると，以下の漸化式が導出できる：

(2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x), (2.1.177)[
(1 − x2)

d
dx

− (n+ 1)x
]
Pn(x) = −(n+ 1)Pn+1(x), (2.1.178)[

(1 − x2)
d
dx

+ nx

]
Pn(x) = nPn−1(x). (2.1.179)

第 2・3式の [ ]部分は Pn の次数を１つ上げ下げする昇降演算子である．

（以降で直交多項式以外の特殊函数を扱う）

§ 2.2 Legendre陪函数

2.2.1 定義

定義 2.5

Pm
n (x) =

1
2nn!

(1 − x2)
m
2

dn+m

dxn+m
(x2 − 1)m (−n ≤ m ≤ n) (2.2.1)

という函数を Legendre陪函数という．
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2.2.2 性質

Legendre陪函数には，以下の性質がある：

• P 0
n(x) = Pn(x), (2.2.2)

• Pm
n (−x) = (−1)n+mPm

n (x), (2.2.3)

• m ≥ 0, Pm
n (x) = (1 − x2)

m
2

dm

dxm
Pn(x). (2.2.4)

ただし，Pn(x)は Legendre多項式である．

例 いくつか実際に計算すると

n = 0 P 0
0 (x) = 1 (2.2.5)

n = 1 P 0
1 (x) = x P 1

1 (x) =
√

1 − x2 (2.2.6)

n = 2 P 0
2 (x) =

3x2 − 1
2

P 1
2 (x) = 3x

√
1 − x2 P 2

2 (x) = 3(1 − x2)

(2.2.7)

である．m < 0については

P−m
n (x) = (−1)m (n−m)!

(n+m)!
Pm

n (x) (2.2.8)

となる．

証明

Dk(x+ 1)n(x− 1)n =
k∑

l=0

kClDl(x+ 1)nDk−l(x− 1)n (2.2.9)

を用いて (2.2.8)式の両辺を展開する．（略）
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2.2.3 漸化式



[
(1 − x2)

d
dx

+mx

]
Pm

l (x) =
√

1 − x2Pm+1
l (x), (2.2.10)[

(1 − x2)
d
dx

−mx

]
Pm

l (x)

= −(l +m)(l −m+ 1)
√

1 − x2Pm−1
l (x). (2.2.11)

証明 (2.2.10) 式は (2.2.1) 式からすぐに示すことができる．(2.2.11) 式は

(2.2.10)式の両辺でm→ −mとして，(2.2.8)式を用いる．

2.2.4 微分方程式

Legendre陪函数は，次の微分方程式の解である：[
(1 − x2)

d2

dx2
− 2x

d
dx

+ l(l + 1) − m2

1 − x2

]
Pm

l (x) = 0 (2.2.12)

Legendre陪微分方程式

証明 2通りの証明がある．

　方法 1 Legendreの微分方程式から示す．

　方法 2 漸化式の，(2.2.10)式の両辺に d
dx − mx

1−x2 を作用させて (2.2.11)式

を用いる．(Pm
l → Pm+1

l → Pm
l )

コメント

1. l 6=整数のとき，(2.2.12)式の解は x = −1で発散するので，使用できない．

2. もう一つの解 Qm
l (x)（第二種 Legendre陪函数）は，x = ±1で発散するの

で，使用できない．
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■直交性

Legendre陪函数には，次のような直交性がある：∫ 1

−1

Pm
l (x)Pm

k (x)dx =
2

2l + 1
(l +m)!
(l −m)!

δkl (2.2.13)

証明

（左辺） =︸︷︷︸
(2.2.8) 式

(−1)m (l +m)!
(l −m)!

∫ 1

−1

P−m
l (x)Pm

l (x)dx

=︸︷︷︸
(2.2.1) 式

(−1)m (l +m)!
(l −m)!

× 1
2kk!

1
2ll!

∫ 1

−1

Dl−m(x2 − 1)lDk+m(x2 − 1)kdx︸ ︷︷ ︸
次々と部分積分

=
(l +m)!
(l −m)!

1
2kk!

1
2ll!

∫ 1

−1

Dl(x2 − 1)lDk(x2 − 1)kdx︸ ︷︷ ︸
〈Pl,Pk〉= 2

2l+1 δkl

=
2

2l + 1
(l +m)!
(l −m)!

δkl (2.2.14)

§ 2.3 球面調和函数

定義 2.6

Yl,m(θ, φ) = (−1)m

√
2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

Pm
l (cos θ)eimφ

(0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π) (2.3.1)

という函数を，球面調和函数という．

球面調和函数は，

Ω̂Yl,m(θ, φ) = −l(l + 1)Yl,m(θ, φ) (2.3.2)
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Ω̂ =

∂

∂(cos θ)

(
sin2 θ

∂

∂(cos θ)

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

)
(2.3.3)

を満たす．

性質 球面調和函数には，以下の性質がある：

• Yl,−m(θ, φ) = (−1)mY ∗
l,m(θ, φ) (2.3.4)

• r → −r (θ → π − θ, φ→ φ+ π)

⇒ Yl,m(π − θ, φ+ π) = (−1)lYl,m(θ, φ) (2.3.5)

•
∫

dΩYl,m(θ, φ)Y ∗
l′,m′(θ, φ)

=
∫ π

0

sin θ︸ ︷︷ ︸∫ 1
−1 d(cos θ)

∫ 2π

0

dφYl,m(θ, φ)Y ∗
l′,m′(θ, φ)

= δl,l′δm,m′ (2.3.6)

§ 2.4 ガンマ函数

定義 2.7

Γ (x) =
∫ ∞

0

e−ttx−1dt (Rex > 0) (2.4.1)

という函数 Γ (x)をガンマ函数という．

ガンマ函数は以下のような性質を持つ：

• Γ (x+ 1) = xΓ (x) (2.4.2)

• Γ (1) = 1 (2.4.3)

• Γ (n+ 1) = n! （nは非負整数） (2.4.4)

• Γ
(

1
2

)
=

√
π （∵ t = s2 として Gauss積分） (2.4.5)

注

Γ (x) =
Γ (x+ 1)

x
(2.4.6)
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例：Γ
(
−1

2

)
=
Γ ( 1

2 )
− 1

2

= −2
√
π (2.4.7)

を用いて解析接続を行うと，Re(z) < 0 では Γ (x) は x = 0,−1,−2, · · · で 1

次の極を持つ．

§ 2.5 Bessel函数

1.5節で見たように，円盤や円柱の動径方向の振動を表す微分方程式

f ′′ +
1
x
f ′ +

(
1 − m2

x2

)
f = 0 (2.5.1)

の解

f(x) = Jm(x) (2.5.2)

を Bessel函数という．

2.5.1 母函数表示

Bessel函数の母函数表示は

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn = e
1
2 x(t− 1

t ) (2.5.3)

である．ただし tの負べき (n < 0)も含んでいる．（Laurent展開）

右辺を展開：

e
xt
2 e−

x
2t = · · · . (2.5.4)

tn の項を比較して，

Jn(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(x
2

)n+2k

(2.5.5)
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注 n < 0のとき，分母に

(− |n|)!, (− |n| + 1)!, · · · (2.5.6)

が出るが，それらは

(−m)! = Γ (−m) = ∞ (2.5.7)

により，和に寄与しないと約束する．

2.5.2 性質

Bessel函数には，以下のような性質がある．

• J−n(x) = Jn(−x) =︸︷︷︸
(2.5.5) 式

(−1)nJn(x) (2.5.8)

• eix sin θ =
∞∑

n=−∞
Jn(x)einθ (2.5.9)

• Jn(x) =
1
2π

∫ π

−π

cos(x sin θ − nθ) （Besselの積分表示） (2.5.10)

• Jn(x+ y) =
∞∑

m=−∞
Jn−m(x)Jm(y) (2.5.11)

証明 これらを示す．

• (2.2.1)式より， ∑
n

J−nt
−n = e

1
2 x(t− 1

t )

= e
1
2 (−x)( 1

t −t)

=
∑

n

Jn(x)
(

1
t

)n

. (2.5.12)

• (2.5.3)式で t = eiθ とする．

• (2.5.9)式に 1√
2π

e−inθ をかけて，積分する：

Jn(x) =
∫ π

−π

ei(x sin θ−nθ)︸ ︷︷ ︸
cos(··· )+ i sin(··· )

θ の奇函数より 0

dθ (2.5.13)
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• (2.5.3)式へ代入して，分解する．

2.5.3 一般の次数の Bessel函数

べき展開 (2.5.5)式で，n→ ν(6= 整数)と一般化．

(k + n)! → Γ (k + ν + 1), (2.5.14)

Jν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ (k + ν + 1)

(x
2

)ν+2k

(2.5.15)

2.5.4 漸化式

漸化式は 
(

d
dx

− ν

x

)
Jν(x) = −Jν+1(x) (2.5.16)(

d
dx

+
ν

x

)
Jν(x) = Jν−1(x) (2.5.17)

である．これらは (2.5.15)式より示すことができる．これらを辺々引けば，

2ν
x
Jν(x) = Jν+1(x) + Jν−1(x) (2.5.18)

も得られる．

2.5.5 微分方程式

Jν(x)は，Besselの微分方程式

d2

dx2
u+

1
x

d
dx
u+

(
1 − ν2

x2

)
u = 0 (2.5.19)

の解である．

証明 (2.5.16)式の両辺に d
dx + ν+1

x を作用させ，(2.5.17)式を用いる．
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■物理では

　ν = nの解 Jn(x) 2次元
(
ν2 + k2

)
u(x) = 0の解．

u(ρ, φ) = Jn(kρ)e±inφ. (2.5.20)

　ν = n + 1
2
の解 Jn+ 1

2
(x) 球 Bessel函数

jn(x) =
√

π

2x
Jn+ 1

2
(x) (2.5.21)

は，3次元
(
ν2 + k2

)
u(x) = 0の解．

u(r, θ, φ) = jl(kr)Y m
l (θ, φ). (2.5.22)

2.5.6 円柱函数

微分方程式 (2.5.19)は ν → −ν で不変なので，Jν(x)と共に J−ν(x)も解で

ある．ゆえに，一般解は

u(x) = AJν(x) +BJ−ν(x) (2.5.23)

のはずである．

ところが，ν = nのとき

J−n(x) = (−1)nJn(x) (2.5.8)

なので，独立でない．独立な解として

Nν(x) = Yν(x) =
cos νπ · Jν(x) − J−ν(x)

sin νπ
(2.5.24)

がある．（これは，ν → nのときも有限である．）すると，一般解は

u(x) = AJν(x) +BYν(x) (2.5.25)

とも書ける．
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さらに，場合によっては

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iYν(x) (2.5.26)

H(2)
ν (x) = Jν(x) − iYν(x) (2.5.27)

も用いる．

以上の函数は，

Jν(x) Bessel函数 第一種楕円函数

Yν(x) = Nν(x) Neumann函数 第二種楕円函数

H
(1)
ν (x) 第一種 Hankel函数

第三種楕円函数
H

(2)
ν (x) 第二種 Hankel函数

とまとめられ，全て同じ微分方程式・漸化式を満たす．

漸近形 (x→ ∞)

Jν(x) ∼
√

2
πx

cos
(
x− πν

2
− π

4

)
(2.5.28)

Yν(x) ∼
√

2
πx

sin
(
x− πν

2
− π

4

)
(2.5.29)

H(1,2)
ν (x) ∼

√
2
πx

exp
[
±i
(
x− πν

2
− π

4

)]
(2.5.30)

2.5.7 零点と直交性

Jν(αν,n) = 0 (2.5.31)

つまり，Jν(x)の零点 αν,n (n = 1, 2, · · · )について，次のような直交性が成立
する：

∫ 1

0

Jν(αν,nx)Jν(αν,mx)xdx =

[
Jν+1(αν,n)

]2
2

δnm. (2.5.32)
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2.5.8 変形 Bessel函数

微分方程式 (2.5.19)式で x→ ixとした

d2u

dx2
+

1
x

du
dx

−
(

1 +
ν2

x2

)
u = 0 (2.5.33)

の解は，第一種 Bessel函数

Iν(x) = e−
πi
2 νJν

(
e

πi
2 νx

)
= 0 (2.5.34)

=
∞∑

k=0

1
k!Γ (k + ν + 1)

(x
2

)ν+2k

(2.5.35)

と，第二種 Bessel函数

Kν(x) =
π

2
I−ν(x) − Iν(x)

sinπν
(2.5.36)

である．それぞれの漸近形は

Iν(x) ∼ 1√
2πx

ex (2.5.37)

Kν(x) ∼
√

π

2x
e−x (2.5.38)

である．

§ 2.6 超幾何函数

（Hyper Geometric Function ; HGFと略すこともある1)）

2.6.1 超幾何函数の系統図 参考：岩波数学公式 III巻
A
↓
B
は，B が Aのパラメータを特殊化したもので表されることを示す．



1)　授業では HGFとしていたようですが，このまとめでは超幾何函数と書きます．
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2.6.2 Pochhammerの一般化された超幾何函数

pFq(α1, · · · , αp; β1, · · · , βq; x) =
∞∑

n=0

(α1)n · · · (αp)n

(β1)n · · · (βq)n

xn

n!
. (2.6.1)

ここで，

(α)n :=

α(α+ 1) · · · (α+ n− 1) =
Γ (α+ n)
Γ (α)

(n > 0)

(α)0 = 1 (n = 0)
(2.6.2)

βi 6= 0, −1, · · · (2.6.3)
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例： 

• 0F0(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
= ex

• 0F1(x)：ベッセル
2.5.3節 (2.5.15)式より

Jν(x) =
1

Γ (ν + 1)

(ν
2

)ν

F

(
ν + 1; −x

2

4

)
• 2F1(x) −→ Gaussの超幾何函数（2.6.3節）
• 1F1(x) −→ Kummerの合流型超幾何函数（2.6.4節）

2.6.3 Gaussの超幾何函数

F (α, β, γ; x) := 2F1(α, β; γ; x) =
∞∑

k=0

(α)n(β)n

(γ)n)
xn

n!
(2.6.4)

微分方程式

x(1 − x)
d2u

dx2
+ [γ − (α+ β + 1)x]

du
dx

− αβu = 0 (2.6.5)

を満たす．

コメント 微分方程式 (2.6.5)は 3点 (0, 1, ∞)に確定特異点をもつ．

（確定特異点と級数解→略：時間切れ）

(2.6.5)式の第二の解はやはり超幾何函数で書けて，

x1−γ
2F1(α− γ + 1, β − γ + 1; 2 − γ; x). (2.6.6)

（ただし γ が整数のときは別の扱いが必要→略）

　子分たち

• Legendre（陪）函数

第一種 Pµ
ν (x) =

1
Γ (1 − µ)

(
x+ 1
x− 1

)µ
2

F

(
−ν, ν + 1, 1 − µ,

1 − x

2

)
(2.6.7)
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第二種 Qµ
ν (x) =（係数）

(x2 − 1)
µ
2

xν+µ+1
F

(
−ν + µ+ 1

2
,
ν + µ+ 2

2
,

1
x2

)
(2.6.8)

• µ = 0：Legendre函数

• Legendre多項式

Pl(x) = F

(
−l, l + 1, 1,

1 − x

2

)
(l = 0, 1, 2, · · · ) (2.6.9)

注 (2.6.4)式で α = −lのとき，n ≥ l + 1の項は，

(α)n = (β)n = 0

となるため，n = lで和が切れる． → l次多項式

• Jacobi多項式

Pn(x) =（係数）F
(
−n, n+ 1 + α+ β, 1 + α,

1 − x

2

)
(2.6.10)

2.6.4 Kummerの合流型超幾何函数

F (α, γ, x) := 1F1(α; γ; x) =
∞∑

n=0

(α)n

(γ)n

xn

n!
(2.6.11)

Gaussの超幾何函数で，x = 1の確定特異点を x = ∞に「合流」

= lim
β→∞

2F1

(
α, β, γ,

x

β

)
(2.6.12)

微分方程式

x
d2u

dx2
+ (γ − x)

du
dx

− αu = 0 (2.6.13)

を満たす．

(2.6.13)式の第二の解：

x1−γ
1F1(α− γ + 1; 2 − γ; x) (2.6.14)

γ が整数のときは別の扱いになる．
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　子分たち

• F (α, α, α) = 0F0(x) = ex

• Sonin（Laguerre陪）函数

S(α)
ν =（係数）× F (−ν, α+ 1, x) (2.6.15)

→ ν = nとすれば、Sonin（Laguerre陪）多項式

• Bessel函数

Jν(x) =
1

Γ (ν + 1)

(x
2

)ν

e−ixF

(
ν +

1
2
, 2ν + 1, 2ix

)
(2.6.16)

• Hermite多項式
H2n(x) = (−1)n(2n− 1)!!F

(
−n, 1

2
,
x2

2

)
(2.6.17)

H2n+1(x) = (−1)n(2n+ 1)!!F
(
−n, 3

2
,
x2

2

)
× x (2.6.18)



第3章
角運動量の代数的性質

古典論において角運動量は

J = r × p (3.1)

と定義される．これは量子力学において

Ĵ = r̂ × p̂ = r × ~
i
∇ (3.2)

という演算子になる．

θ 方向の軸まわりに |θ|だけ回転する演算子は

Û(θ) = exp
(

1
i~

θ · Ĵ
)

(3.3)

と書ける．この演算子は回転群を成す：

Û(θ1) ◦ Û(θ2) = Û(θ1 + θ2). (3.4)

　例

Û(αe3) = exp
(

1
i~
αĴ3

)
= exp

[
1
i~
α

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)]
=
球座標

exp
(
−α ∂

∂ϕ

)
(3.5)

Û(αe3)f(r, θ, ϕ) = f(r, θ, ϕ− α) (3.6)

　交換関係 角運動量演算子の各成分の間には，

[
Ĵa, Ĵb

]
= i~

3∑
c=1

εabcĴc (3.7)
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なる交換関係がある．簡潔にするために Ĵa = ~ĵa と置き換えれば，[
ĵa, ĵb

]
= i

3∑
c=1

εabcĵc (3.8)

となる．

いったん ĵa の具体形は無視して，ĵa が (3.8)式を満たす Hermite演算子で

あるという事実のみから，以下のことが言える．

ĵ3 と ĵ2 = ĵ1
2

+ ĵ2
2

+ ĵ3
2
の同時固有状態 |ψ〉がとれて， ĵ2の固有値は j(j + 1) (j = 0,

1
2
, 1,

3
2
, · · · )

ĵ3の固有値はm (m = −j,−j + 1, · · · , j)

となる．つまり，|ψ〉 = |j,m〉と書いて，

ˆ

{
j2 |j,m〉 = j(j + 1) |j,m〉 (3.9a)

ĵ3 |j,m〉 = m |j,m〉 (3.9b)

となる．

　具体例：Pauli行列 Ĵ = r̂ × p̂の場合，

ĵ3 = −i ∂
∂φ
, ĵ2 = −Ω̂(θ, φ), |j,m〉 = Yl,m(θ, φ) (3.10)

である．角運動量演算子を，Pauli行列 σ̂i によって

Ĵi =
~
2
σ̂i, (3.11)

σ̂1 =
(

0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
(3.12)

とすれば，

ĵ3 =
1
2

(
1 0
0 −1

)
, ĵ2 =

3
4

(
1 0
0 1

)
(3.13)

であるから， ∣∣∣∣12 , 12
〉

=
(

1
0

)
,

∣∣∣∣12 ,−1
2

〉
=
(

0
−1

)
(3.14)

のようになる．
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