
計算物理工学

2005年 8月 22日



概要

こ の テキストは 学部生が 自身の 卒論テー マ を 取り 扱 う 時に 、 必要と さ れ る 最も 基 本な内

容に つ い て ま と め た も の で あ る 。 しか し、 こ の テキストの 内容だ け で は 不十分で あ り 、 自

主的に 知識を 深め る 努力が 求 め ら れ る 。 そ の 際、 こ の テキストを ベ ー スに して い た だ け れ

ば 幸い で あ る 。

内容は 、 ４年ま で に 取得した で あ ろ う コン ピ ュ ー タ解析の 講義 内容の 復習か ら 入る 。 理

論的、 プ ロ グラ ム 的に 簡 単なも の か ら 取り 扱 い 、 卒論か ら 修士レ ベ ル の 内容ま で 取り 扱 っ

て い く 。 形式は 講義 と 同様に 、 問題を 出題す る 形で 進め て い く 。 学生は こ の 問題に 取り 組

みなが ら 、 勉強を 進め れ ば よ い 。

テキストは 理論よ り も 、 理論を ど の よ う に プ ロ グラ ム 化す る か に 重き を 置い て い る 。 理

論を 取り 扱 っ た 本は 山の よ う に 出て い る が 、 実際に プ ロ グラ ム 化す る た め に 書か れ た 本

は 、 あ ま り ない よ う に 感 じ た か ら だ 。
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第 1章

Ｎ 次方程式 (非線形方程式) の 解法

1.1 ２ 分法 (Bitwise Chopping method)

ま ず は ２ 分法か ら は じ め よ う 。 次の よ う な１変数非線形方程式の 解 x を 数値的に 求 め

る に は 、 ど う す れ ば よ い だ ろ う か 。

f(x) = 0 (1.1)

関 数 f(x) は 区間 a ≤ x ≤ b で 連続、 a < b か つ f(a)f(b) < 0 で あ れ ば 、 少なく と も １つ

は f(x) = 0 を 満た す 解が 存在す る こ と が 予想で き る 。 a と b と の 中点 c = (a + b)/2 の 場

合に つ い て 見て も 、 f(c)f(a) < 0 で あ れ ば 区間 (a, c) の 内に 、 f(c)f(b) < 0 で あ れ ば 区間

(c, b) の 内に 少なく と も １つ は 解が 存在す る こ と は 中間 値の 定理か ら も 明ら か で あ る 。 ２

分法は こ の よ う に 解の 存在す る 区間 を 1/2 ず つ に 縮小しなが ら 解 x を 誤差 ε の 範囲 で 求

め る 方法で あ る 。

Fig.1.1: ２ 分法

２ 分法は 、 関 数 f(x) が 連続で さ え あ れ ば 、 ど ん な関 数で も 収束す る 強力な方法で あ る

が 、 そ の 収束は 他の スキー ム に 比べ 遅い 。
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1.1.1 ２ 分法の ア ル ゴリ ズム

1. 適当な初期 値 a と b を 決め る 。 こ こ で a < b で あ り f(a)f(b) < 0、 ま た f(x) は 区

間 a ≤ x ≤ b で 連続で あ る と す る 。

2. 中点 c = (a+b)/2 を 求 め る 。 f(c) ≤ 0なら a を c と 入れ 換 え る (a = c)。 f(c) > 0

なら b を c と 入れ 換 え る (b = c)。

3. 各値を 表示す る 。

4. 計算回数が 100回に 達した 場合は 、 “not convergent” と 表示して 終了す る 。

5. |b − a| を 求 め 設定した 要求 精度 ε (10−5) よ り も 小さ く なっ た ら 処理を 終了す る 。

6. 4 と 5 に 該当しない 限り は 、 2 と 3 を く り 返し計算す る 。

Fig.1.2: ２ 分法の フ ロ ー チャ ー ト

こ こ に 載せ た フ ロ ー チャ ー ト以 外に も 様々 なフ ロ ー チャ ー トが 考え ら れ る 。 作成す る プ

ロ グラ ム は 問題の 要求 を 満た して い れ ば 良い 。 ど う した ら よ い か 分か ら ない 人は 、 上記 の

フ ロ ー チャ ー トを 参考に して プ ロ グラ ム を 作成す る こ と 。
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1.1.2 ２ 分法の 問題

� �
f(x) = x− sin(πx), a = 0.5, b = 1.0, ε = 10−5 と して 、 ２ 分法を 用い て f(x) = 0 の

解を 求 め よ 。 反復ご と に 各変数を 出力し、 値が 収束して い る 様子を 観 察せ よ 。 要求 精

度を ε = 10−5 と し |b − a| < ε と なっ た ら 計算を 終了す る こ と 。 ま た 、 100回計算し

て も 収束しなか っ た 場合は “not convergent” と 表示して 終了す る よ う に す る こ と 。
� �

n a b f(a) f(b)

1 0.500000 0.750000 -0.500000 0.042893

2 0.625000 0.750000 -0.298880 0.042893

3 0.687500 0.750000 -0.143970 0.042893

4 0.718750 0.750000 -0.054261 0.042893

5 0.734375 0.750000 -0.006576 0.042893

6 0.734375 0.742188 -0.006576 0.017940

7 0.734375 0.738281 -0.006576 0.005627

8 0.736328 0.738281 -0.000489 0.005627

9 0.736328 0.737305 -0.000489 0.002565

10 0.736328 0.736816 -0.000489 0.001037

11 0.736328 0.736572 -0.000489 0.000274

12 0.736450 0.736572 -0.000107 0.000274

13 0.736450 0.736511 -0.000107 0.000083

14 0.736481 0.736511 -0.000012 0.000083

15 0.736481 0.736496 -0.000012 0.000036

16 0.736481 0.736488 -0.000012 0.000012

Tab.1.1: ２ 分法の 問題の 計算結果

実行す る と 計算回数 16回、 a = 0.736481, b = 0.736488 程度に 収束して い る は ず で あ

る 。 実行結果は 、 計算環 境に よ っ て 若干 変わ っ て く る た め 参考程度に 留め る こ と 。
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1.2 ニュ ー トン 法 (Newton method)

ニュ ー トン 法は 、 非線形方程式 f(x) = 0 の 解法と して 最も よ く 知ら れ た 強力な方

法の １つ で あ る 。 ニュ ー トン 法は f(x) を Taylar 展開す る こ と で 得ら れ る 。 x = xn

と 置き 、 f(x) を 展開し、 ２ 次以 上の 項を 無視す る と 、 f(x) = 0 の 近似方程式と して

f(xn) + f ′(xn)(x − xn) = 0 を 得る 。 よ っ て 、 f ′(xn) 6= 0 なら ば 、 近似解を 求 め る 次の

反復式を 得る 。

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
(1.2)

こ こ で f ′(xn) は f(xn) の x 微分で あ る 。 ニュ ー トン 法で は 各反復ご と に 微分値 f ′(xn)

を 求 め る 必要が あ る 。 そ の た め 何ら か の 理由に よ り 、 微分値が 求 ま ら ない 、 求 め に く い 場

合は ニュ ー トン 法は 不向き で あ る 。 そ こ で 各反復ご と に 微分値を 必要と しない セカン ト法

など も 提案 さ れ て い る 。

Fig.1.3: ニュ ー トン 法

(4.1) 式の 反復式に よ り 、 f(x) = 0 の 解に 収束す る 点列 {xn} を 生成す る 方法が ニュ ー

トン 法で あ る 。 Fig.1.3 の よ う に 、 適切な初期 値 x0 を 選ぶ 。 す る と (x0, f(x0)) の 接線と

x軸と の 交点 x1 が 求 ま る 。 こ の 反復計算を 繰り 返す こ と で 、 xn は 解 x に 収束して い く こ

と に なる 。
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1.2.1 ニュ ー トン 法の ア ル ゴリ ズム

1. 適切な初期 値 x0 を 選ぶ 。

2. n の ル ー プ 文を 組む 。 n は 1 ∼ 100 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. 次の 近似値 xn+1 を 計算す る 。 xn+1 = xn − f(xn)/f ′(xn)

2. そ の 時の 各値を 表示す る 。

3. |xn+1 − xn| < ε で あ れ ば 、 計算を 終了す る 。 こ こ で ε は 要求 精度で あ る 。

3. ル ー プ 回数が 100回に 達して い た 場合は 、 “not convergent” と 表示す る 。

Fig.1.4: ニュ ー トン 法の フ ロ ー チャ ー ト図
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1.2.2 ニュ ー トン 法の 問題

� �
ニュ ー トン 法を 用い て 次の 方程式の 解を 求 め よ 。

f(x) = x5 + 6x4 − 3x3 + x2 − 5 = 0

た だ し、 ε = 10−5 と す る 。 反復ご と に 、 現在の 回数 ん と そ の と き の 解 xn を 表示す

る よ う に せ よ 。 ま た 、 計算回数が 100 回に 達した 場合に は 、 “not convergent” と 表

示し終了す る よ う に す る こ と 。

� �
n xn f(xn)

1 3.896785 2114.690403

2 3.031590 683.467245

3 2.357802 219.534882

4 1.839774 69.520768

5 1.453447 21.163660

6 1.188562 5.721480

7 1.045306 1.077666

8 1.003273 0.072407

9 1.000018 0.000405

10 1.000000 0.000000

11 1.000000 0.000000

Tab.1.2: ニュ ー トン 法の 問題の 計算結果

初期 値 x0 が x0 = 5.0 の 場合、 繰り 返し回数が 11回と なり 、 解 x は x11 = 1.00000 と

なる 。 ２ 分法と の 収束速度や 精度を 比較 す る と 面白い か も しれ ない 。
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第 2章

数値積分法

2.1 台形公式 (Trapezoid rule)

次に あ る 関 数 f(x) を 区間 [a, b] に 渡っ て 数値的に 積分す る こ と を 考え よ う 。 特に 積分

は 解析的に 解け ない も の が ほ と ん ど と 言っ て よ く 。 数値的に 積分を 行う こ と が しば しば 必

要と なっ て く る わ け で あ る 。 ま ず 、 最も 簡 単な台形公式に つ い て 考え て い く 。

Fig.2.1: 台形公式

台形公式で は 、 区間 [a, b] = [x0, xn] に お け る 定積分を 幅 h の n個の 長方形に 近似し、

積分値を 見積も る 方法で あ る 。

I =

∫ b

a

f(x)dx =

n−1
∑

k=0

∫ xk+1

xk

f(x)dx (2.1)

と す る 。 こ こ で xk+1 = xk + h で あ る 。 次に 点 xk, xk+1 に お い て f(x) が と る 値を

yk, yk+1 と す る と 、 １次の Taylar展開よ り (2.1)式は 次の よ う に 書き 直せ る 。

Ik =

∫ xk+1

xk

f(x)dx =

∫ xk+1

xk

{

yk − y′(x − xk)
}

dx =
h

2
(yk + yk+1) (2.2)
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(2.1), (2.2) 式よ り

I =
n−1
∑

k=0

Ik =
n−1
∑

k=0

h

2
(yk + yk+1) (2.3)

と なり 、 台形公式が 以 下の よ う に 求 ま る 。

I =
h

2
(y0 + 2y1 + 2y2 + · · · + 2yn−1 + yn) (2.4)

2.1.1 台形公式の ア ル ゴリ ズム

1. 積分範囲 [ a, b ]、 要求 精度 ε を 決め る 。

2. n の ル ー プ 文を 組む 。 n は 1 ∼ 100 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. h = (b − a)/2n, S = 0

2. i の ル ー プ 文を 組む 。 i は 1 ∼ n ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. s = s + yi

3. s = y0 + yn, s = s × (h/2) を 計算す る 。 ま た 、 各値を 表示す る 。

4. n 6= 1 の と き 、 |SS − S| < εなら ル ー プ を 抜け る 。

5. SS = S

3. も し n が 100 に 達して い れ ば 、 “not convergent” と 表示して 終了す る 。

Fig.2.2: 台形公式の フ ロ ー チャ ー ト
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2.1.2 台形公式の 問題

� �
台形公式を 用い て 次の 関 数 f(x) の 数値積分を 行え 。

f(x) = exp(−x2/2) (0.5 ≤ x ≤ 1.0)

た だ し、 要求 精度 ε = 10−5 と し、 積分区間 を 2n に 等分した と き の 積分値を Sn と

した 時、 |Sn − Sn+1| < ε と なっ た ら 止ま る よ う に す る こ と 。 ま た 、 n > 100 に 達し

た 場合は “not convergent” と 表示して 終了す る 。
� �

n h Sn

1 0.250000 0.374838

2 0.125000 0.375484

3 0.083333 0.375604

4 0.062500 0.375645

5 0.050000 0.375665

6 0.041667 0.375675

7 0.035714 0.375682

Tab.2.1: 台形公式の 問題の 計算結果

実行す る と 以 下の よ う な結果が 得ら れ る は ず で あ る 。 等分数 n が 増え る に つ れ 積分値

Sn が 収束して い く 様子が 見て と れ る 。 n = 7 の と き 、 前積分値と の 差が 10−5 未満で あ る

た め 処理を 終了して い る 。
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2.2 シン プ ソン 公式 (Simpson rule)

台形公式の 導出式に お い て 、 taylar展開を ２ 次ま で 求 め れ ば シン プ ソン 公式を 導く こ と

が で き る 。 シン プ ソン 公式で は 面積は 次の よ う に 求 ま る 。

I =
h

3
(y0 + 4y1 + 2y2 + · · · + 4yn−1 + yn) (2.5)

台形公式で は 、 各分割 領域 で の 関 数値を １次近似 (直線近似) に よ っ て 積分値を 求 め て い

る が 、 シン プ ソン 公式で は も う 少し精度良く ２ 次近似 (曲線近似) に よ っ て 求 め て い る わ

け で あ る 。

2.2.1 シン プ ソン 公式の ア ル ゴリ ズム

1. 積分範囲 [ a, b ]、 要求 精度 ε を 決め る 。

2. n の ル ー プ 文を 組む 。 n は 1 ∼ 100 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. h = (b − a)/2n, S = 0

2. i の ル ー プ 文を 組む 。 i は 1 ∼ 2n ま で 2 ず つ 変化す る 。

1. s = s + 4yi

3. i の ル ー プ 文を 組む 。 i は 2 ∼ 2n ま で 2 ず つ 変化す る 。

1. s = s + 2yi

4. s = y0 + yn, s = s × (h/3) を 計算す る 。 ま た 、 各値を 表示す る 。

5. n 6= 1 の と き 、 |SS − S| < εなら ル ー プ を 抜け る 。

6. SS = S

3. も し n が 100 に 達して い れ ば 、 “not convergent” と 表示して 終了す る 。

Fig.2.3: シン プ ソン 公式の フ ロ ー チャ ー ト
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2.2.2 シン プ ソン 公式の 問題

� �
シン プ ソン 公式を 用い て 、 次の 関 数 f(x) の 数値積分を 行い 、 真値と 比較 せ よ 。

f(x) =
x

1 + x2
ex (0 ≤ x ≤ 1)

こ の 積分の 真値は e1/2 − 1 と なる 。 要求 精度は ε = 10−5 と し、 積分区間 を 2n等分

した と き の 数値積分値を Sn と した と き 、 |Sn − Sn+1| < ε と なっ た ら 止ま る よ う な

プ ロ グラ ム を 作成せ よ 。 n > 100 に 達した 場合は 、 “not convergent” と 表示し終了

す る 。

� �
n h Sn |S∗ − Sn|

1 0.500000 0.357517 0.001624

2 0.250000 0.358992 0.000149

3 0.166667 0.359108 0.000032

4 0.125000 0.359130 0.000011

5 0.100000 0.359136 0.000004

Tab.2.2: シン プ ソン 公式の 問題の 結果

こ こ で S∗ は 真値を 表して お り 、 反復回数を 増す ご と に 真値と の 差が 小さ く なっ て い る

の が 分か る 。 ま た 、 台形公式に 比べ 少ない 計算回数で 要求 精度を 満た す 数値解を 得る こ と

が で き た 。
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第 3章

常微分方程式の 解法

3.1 オイ ラ ー 法 (Euler method)

次に 常微分方程式 dy/dx = f(x, y) を 初期 条件 y(x0) = y0 の も と で 数値的に 解く こ と

を 考え る 。 実際に コン ピ ュ ー タが 取り 扱 え る 計算は 四則演 算だ け なの で 、 微分や 積分と

い っ た 概念を 直接取り 扱 う こ と は で き ない 。 そ こ で 、 何ら か の 方法を 用い て 微分積分を

近似す る こ と を 考え る 。 オイ ラ ー 法で は 、 微分の 定義 に 戻り 幅 h を 有限な大き なで 近似

す る 。

dy

dx
= lim

h→0

y(x + h) − y(x)

h
'

y(x + h) − y(x)

h
(h � 1) (3.1)

以 上か ら 下式を 得る 。

yn+1 = yn + hf(xn, yn) (3.2)

オイ ラ ー 法は 前進差分と も 呼ば れ 、 １次の 精度を も つ 最も 基 本的な数値解法の １つ で あ

る 。 (3.2) 式か ら 常微分方程式を 数値的に 解く 。 Fig.3.1 か ら 分か る よ う に オイ ラ ー 法で は

解曲線（ 点線） に 対して 折れ 線（ 実線） を 用い て 近似して い く 。

Fig.3.1: オイ ラ ー 法
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3.1.1 オイ ラ ー 法の ア ル ゴリ ズム

1. 初期 値 (x0, y0) を 代入す る 。

2. f(x, y) を 計算す る 。

3. yn+1 を 計算す る 。

4. 各値を 出力す る 。

5. x = x + h を 計算す る 。

6. yn, yn+1 の 変数交換

7. 条件を 満た して い た ら 計算を 終了す る 。

8. そ う で ない 場合は 、 2 に 戻り 計算を 繰り 返す 。

Fig.3.2: オイ ラ ー 法の フ ロ ー チャ ー ト
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3.1.2 オイ ラ ー 法の 問題

� �
常微分方程式 dy/dx = 1 + y に お い て 、 初期 条件 x0 = 1, y0 = 0 で あ る と き 、 オイ

ラ ー 法を 用い て 区間 [1, 10] の 間 で 数値的に 解け 。 刻み幅 h は h = 0.1 と す る 。 こ の

問題の 厳密解は y = exp(x − 1) − 1 で 与え ら れ る 。 数値解と 厳密解と の 比較 も 行え 。

� �

 

 
  
  
  
  
  
  
  
  


Fig.3.3: オイ ラ ー 法の 結果

計算の 初期 段階で は 、 厳密解と オイ ラ ー 法に よ る 数値解は 大差ない が 、 後半に 入る と 累

積した 誤差は 無視で き ない 大き さ と なっ て い る の が 分か る 。 こ の 場合、 厳密解と 良い 一 致

を 得る た め に は 刻み幅 h を さ ら に 細か く と る 必要が あ る 。 刻み幅 h を 細か く と る と 計算

回数が 増大す る こ と に なり 、 何ら か の 実用的な計算を 行う 場合に は 、 膨大な計算コストと

なる 。 そ う い っ た 意 味で オイ ラ ー 法は 実用的で は ない が 、 最も 基 本的な数値解法の １つ で

あ り 、 理解が 容易 なこ と か ら 重要な解法で あ る と い え る 。
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3.2 ル ン ゲ・ クッタ法 (Runge-Kutta method)

4次の 精度を も つ 数値解法で あ る ル ン ゲ・ クッタ法で は 次の よ う に 解く 。

k1 = hf(xn, yn) (3.3)

k2 = hf(xn + h/2, yn + k1/2, ) (3.4)

k3 = hf(xn + h/2, yn + k2/2, ) (3.5)

k4 = hf(xn + h, yn + k3) (3.6)

k5 = (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6 (3.7)

yn+1 = yn + k5 (3.8)

Fig.3.4: ル ン ゲ・ クッタ法

上記 の 操作に ど の よ う な意 味が あ る の か 簡 単に 説明す る 。

1. 点 (xn, yn) か ら 傾き f(xn, yn) で x が h だ け 進む と y は k1 だ け 変化す る 。

2. こ の 線上の 点 (xn + h/2, yn + k1/2) で 傾き を 求 め 、 (xn, yn) か ら h だ け 進む と y

は k2 だ け 変化す る 。

3. 同様に 、 (xn, yn) か ら 傾き f(xn + h/2, yn + k2/2) だ け h だ け 進み、 k3 を 得る 。

4. さ ら に (xn, yn) か ら f(xn + h, yn + k3) の 傾き で h だ け 進み、 k4 を 得る 。

5. 以 上、 1∼4 の 加重平均と して 、 yn に 対す る 増分 k5 を 求 め 、 点 (xn+1, yn+1) を 得る 。

こ の 数値解法は 、 打ち 切り 誤差が 小さ く 、 ま た 係数も 簡 単で あ る こ と か ら 数値計算法で

は 良く 用い ら れ る 方法の １つ で あ る 。 導出は Tayler 展開か ら なさ れ る が 、 大変な仕事量

で あ る 。 ま た 、 オイ ラ ー 法と ル ン ゲ・ クッタ法の 中間 に 位 置す る 2 次の 精度を も っ た ホ イ

ン 法など も あ る 。
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3.2.1 ル ン ゲ・ クッタ法の ア ル ゴリ ズム

1. 初期 値 (x0, y0) を 代入す る 。

2. k1 ∼ k4 を 計算す る 。

3. yn+1 を 計算す る 。

4. 各値を 出力す る 。

5. x = x + h を 計算す る 。

6. yn, yn+1 の 変数交換

7. 条件を 満た して い た ら 計算を 終了す る 。

8. そ う で ない 場合は 、 2 に 戻り 計算を 繰り 返す 。

Fig.3.5: ル ン ゲ・ クッタ法の フ ロ ー チャ ー ト
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3.2.2 ル ン ゲ・ クッタ法の 問題

� �
常微分方程式 dy/dx = 1 + y に お い て 、 初期 条件 x0 = 1, y0 = 0 で あ る と き 、 ル ン

ゲ・ クッタ法を 用い て 区間 [1, 10] の 間 で 数値的に 解け 。 刻み幅 h は h = 0.1 と す る 。

こ の 問題の 厳密解は y = exp(x − 1) − 1 で 与え ら れ る 。 数値解と 厳密解と の 比較 も

行え 。

� �

 
         

Fig.3.6: ル ン ゲ・ クッタ法の 結果

Fig.3.3 と 比べ て も 分か る と お り 、 ル ン ゲ・ クッタ法を 用い た 数値解と 厳密解は 良い 一 致

を 得て い る 。 オイ ラ ー 法の 場合と 同様の 刻み幅 h で あ り なが ら 、 計算結果に 大き な違い が

出た 。 こ れ は ル ン ゲ・ クッタ法の 精度が オイ ラ ー 法よ り 高い こ と に 依 る 。 しか し、 一 般的

に 精度の 高い 数値解法は 、 計算の ステップ 数が 増加す る 。 ま た 、 計算に 必要と さ れ る 変数

の 数も 増加す る た め 、 一 概に 精度が 良い 数値解法を 採用す れ ば 良い と い う わ け で は ない 。

ま た 、 刻み幅 h も 細か く と れ ば 必ず しも 良い わ け で は ない 。 細か く と り す ぎ る と 桁落ち

等の 誤差が 増大し精度が 落ち る た め 、 最適な h を 求 め 採用す る の が 望ま しい 。
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第 4章

物理シミ ュ レ ー ショ ン 1

4.1 質点の 運 動

今ま で の 議 論を 踏ま え 、 質点の 自由落下運 動を シミ ュ レ ー ショ ン す る こ と を 考え る 。 質

量m の 物体の 重力の も と に お け る 運 動方程式は 次式で 表さ れ る 。

m
d2y

dt2
= −mg (4.1)

こ こ で 、 g は 重力加速度で あ る 。 (4.1) 式は 、 次の よ う に 書き 換 え る こ と が で き る 。

dvy

dt
= −g (4.2)

dy

dt
= vy (4.3)

こ の 位 置、 速度や 時間 を 離散化し、 方程式を 差分化す る こ と で 各時間 毎に 数値解を 求 め

て い く 方法が 数値シミ ュ レ ー ショ ン 方法で あ る 。 こ こ で は 、 オイ ラ ー 法を 用い て (4.2) 式

を 差分化す る 。

vy(t + ∆t) − vy(t)

∆t
= −g (4.4)

よ っ て

vy(t + ∆t) = vy(t) − g∆t (4.5)

同様に (4.3) に つ い て も 差分化す る 。 こ こ で 、 vy(t) を vn
y 、 y(t) を yn と 表記 す る と 以 下

の よ う に 書き 直せ る 。 n は 離散化さ れ た 時間 ステップ を 表して い る 。 ま た 、 ∆t は 時間 の

刻み幅で あ る 。

vn+1
y = vn

y − g∆t (4.6)

yn+1 = yn + vn
y ∆t (4.7)
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4.1.1 質点の 運 動の ア ル ゴリ ズム

1. 定数 ∆t, g を 設定す る 。

2. 位 置、 速度の 計算

3. 各値を 出力す る 。

4. t = t + ∆t

5. 求 め た い 時刻 t に 達した ら 終了

6. そ う で ない 場合は 、 2 に 戻り 計算を 繰り 返す 。

Fig.4.1: 質点の 運 動の フ ロ ー チャ ー ト
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4.1.2 質点の 運 動の 問題

� �
地面か ら 高さ h = 200 の 地点か ら 物体を 自由落下さ せ た と き の 位 置 (y − t) と 速度

(vy − t) を 表示せ よ 。 こ こ で 、 刻み幅 ∆t は ∆t = 0.1 と す る 。 ま た 、 重力加速度 g

は g = 9.8 と す る 。 ま た 、 初期 速度 v0 は v0 = 0 と す る 。 質点が 地面に 衝突 (y < 0)

した ら 処理を 止め る よ う に す る 。

� �
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Fig.4.2: 質点の 位 置変化 (y − t)
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Fig.4.3: 質点の 速度変化 (v − t)

質点の 位 置変化は 2次関 数的に 変化して い る の が 分か る 。 ま た 、 質点の 速度変化は 加速

度が 一 定なた め 直線的と なる 。 余裕が あ れ ば 、 問題を さ ら に 空気 抵抗が あ る 場合や 外力が

加わ っ た 場合など に 拡張せ よ 。
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4.2 波動方程式

双曲型偏微分方程式の 中で 最も 簡 単な方程式は 、 次の 1次元波動方程式で あ る 。

∂f

∂t
+ c

∂f

∂x
= 0 (4.8)

(4.4) 式を 数値的に 解く 方法と して 次の 方法が あ る 。 (4.4) 式の Tayler 展開を x と t に つ

い て 適用し、 精度 O(∆t2), O(∆x2) ま で 正確 な差分を 作る と

f(x, t + ∆t) − f(x, t − ∆t)

2∆t
+ c

f(x + ∆x, t) − f(x − ∆x, t)

2∆x
= 0 (4.9)

を 得る 。 こ の 差分式を 通常蛙跳び (leap frog) 法と 呼ぶ 。 こ こ で 、 時間 に つ い て は 1 つ 精

度を 落と して

f(x, t + ∆t) − f(x, t)

2∆t
+ c

f(x + ∆x, t) − f(x − ∆x, t)

2∆x
= 0 (4.10)

を 採用す る こ と に す る 。 こ こ で 、 x = xj = j∆x, t = tn = n∆t と し、 f(x, t) を fn
j と 表

記 す る と (4.10) 式は 以 下の よ う に 書き 直せ る 。

fn+1
j = fn

j −
χ

2
(fn

j+1 − fn
j−1) (4.11)

こ こ で 、 χ = c∆t/∆x で あ る 。 こ の 差分は 一 般的に 中央差分法と 呼ば れ る も の で あ る 。 さ

ら に 精度を 上げ た 2次精度の 差分法と して Lax-Wendroff 法が あ る 。

fn+1
j = fn

j −
χ

2
(fn

j+1 − fn
j−1) +

χ2

2
(fn

j+1 − 2fn
j + fn

j−1) (4.12)

ま た 、 (4.10) 式に 対して 次の よ う な差分法を 風上差分法と 呼ぶ 。

fn+1
j = fn

j − χ′(fn
j − fn

j−1) (c ≥ 0) (4.13)

fn+1
j = fn

j − χ′(fn
j+1 − fn

j ) (c < 0) (4.14)

こ こ で 、 χ′ = |c|∆t/∆x で あ る 。 風上差分法で は c の 正負に よ っ て 適用す る 差分式が 異

なる 。
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Fig.4.4: 矩 形波の 伝播 (厳密解)
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4.2.1 波動方程式の ア ル ゴリ ズム

1. 定数 ∆t,∆x, c を 設定す る 。

2. 配列変数 fj を 0 ∼ 60 ま で 宣言す る 。

3. 初期 の 波の 分布を 設定す る 。 ま た 、 f0 = f60 = 0 と す る 。

4. n の ル ー プ を 組む 。 n は 0 ∼ 100 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. 各値を 出力す る 。

2. j の ル ー プ を 組む 。 j は 1 ∼ 59 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. 各 j に お い て 次の 時間 の fn+1
j を 計算す る 。

3. fn
j と fn+1

j の 変数交換

5. 終了す る 。

Fig.4.5: 波動方程式の フ ロ ー チャ ー ト
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4.2.2 波動方程式の 問題

� �
初期 条件と して j が 20 と 30 の 間 で f0

j = 1 と し、 そ れ 以 外で は f0
j = 0 と し、 各差

分法 (中央差分法・ Lax-Wendroff法・ 風上差分法) を 用い て 、 矩 形波の 伝播を シミ ュ

レ ー ショ ン せ よ 。 空間 の メ ッシュ 数 j は j = 0 ∼ 60 と し、 f0 = f60 = 0 と す る 。 ま

た 、 c = 1.0,∆x = 1.0,∆t = 0.1 と し、 時間 ステップ は 100 ま で 計算し、 グラ フ 化

せ よ 。

� �
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Fig.4.6: 中央差分法
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Fig.4.7: Lax-Wendroff法
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Fig.4.8: 風上差分法
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4.3 固有値問題

次に 量子力学に お け る シュ レ ディ ン ガー 方程式の 固有値問題を 数値的に 解く こ と を 考え

る 。 シュ レ ディ ン ガー 方程式は

−
~

2

2m
∇2f + V (x)f = Ef (4.15)

で あ る 。 こ こ で 、 ~ は プ ラ ン ク定数 h を 2π で 割 っ た も の 、 m は 質量、 V (x) は ポ テン シャ

ル 、 E は エネル ギー 固有値、 f は 波動関 数で あ る 。 1次元の 場合を 考え る と 、 (4.15) 式は

以 下の よ う に なる 。

d2f

dx2
+ k(x)2f = 0 (4.16)

こ こ で 、 k(x) は

k(x)2 =
2m

~

{

E − V (x)
}

= E∗ − V (x)∗ (4.17)

で あ る 。 こ の 方程式に 与え ら れ た 境界条件及 び ポ テン シャ ル V (x) の も と で 解く の で あ る

が 、 エネル ギー 固有値 E は 決め ら れ て い ない 。 こ の よ う な場合、 与え ら れ た 境界条件を

満た す 解は E が あ る 特定の 値 (こ れ を 固有値と 呼ぶ ) の 時の み存在す る こ と が 知ら れ て

い る 。

こ の よ う な境界値問題を 数値的に 解く 方法の 1 つ と して 、 shooting 法が あ る 。 こ れ は

一 方の 境界か ら 出発した 解と も う 一 方の 境界か ら 出発した 解と を 系の 中の あ る 点を つ な

ぐ 方法で あ る 。 こ の 方法を 用い て 最も 簡 単なポ テン シャ ル V (x) の 場合に つ い て 解い て い

く 。 ポ テン シャ ル V (x) を 次の よ う に 定義 す る 。

V ∗ = ∞ (x < 0, x > L) (4.18)

V ∗ = 0 (0 < x < L) (4.19)

ま た 、 境界条件は V (0) = V (L) = 0 と す る 。 こ の ポ テン シャ ル V (x) に お け る 解析解は 、

良く 知ら れ て い る よ う に

E∗

n =
(πn

L

)2

(4.20)

fn =

√

2

L
sin

nπ

L
x (4.21)

と なる 。 こ こ で 、 n は n = 1, 2, 3, · · · と 変化す る 。 こ れ が ポ テン シャ ル の 井 戸に 閉じ 込め

ら れ た 粒子の 波動関 数で あ る 。 ま た E の 値を エネル ギー 順位 と 呼び 、 飛び 飛び の 値だ け

が と る こ と を 許さ れ る 。
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4.3.1 固有値問題の ア ル ゴリ ズム と 問題

以 下の 手順に 従っ て 、 shooting 法の プ ロ グラ ム を 作成し、 (4.19) 式の ポ テン シャ ル の

も と で 固有値 E1 を 求 め よ 。 下記 に あ る fL
j , fR

j は 境界の 左側か ら 求 め 始め た 波動関 数 fL
j

と 右 側か ら 求 め 始め た 波動関 数 fR
j で あ る 。 一 般的に 境界条件が 同じ で も fL

j と fR
j は 同

じ 値に なら ない が 、 真の 解なら ば fL
j = fR

j が 成り 立た なけ れ ば なら ない 。 成り 立た ない

場合は E∗ を 少し変え 、 最適な E∗ を 求 め て い く 。 ま た 、 こ の 場合 kj は k2
j = E∗ で あ る 。

1. 各定数∆x,E∗,∆E∗, L, e を 設定す る 。 こ こ で ∆x = 1.0、 E∗ = 0、 ∆E∗ = 10−7、

井 戸の 幅 L = 50.0、 要求 精度 e = 10−3 と す る 。

2. 実数型配列変数 fL
j と fR

j を j = 0 ∼ 50 ま で の 範囲 で 宣言す る 。 ま た 、 判別用に

整数型で gj を j = 0 ∼ 50 ま で の 範囲 で 同じ く 宣言す る 。

3. 適当な fL
1 , fR

49 を 選ぶ 。 こ こ で は 、 fL
1 = fR

49 = 1.0 と す る 。 求 め た い 波動関 数が

偶 関 数の 場合は fL
1 = fR

49 = 1.0、 奇 関 数の 場合は fL
1 = 1.0, fR

49 = −1.0 と す れ ば

よ い 。

4. 境界条件 fL
0 = fL

50 = fR
0 = fR

50 = 0 を 適用す る 。 gj = 0 (0 ≤ j ≤ 50) と す る 。

5. j の ル ー プ を 組む 。 j は 1 ∼ 49 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. 左側か ら 波動関 数 fL を 計算す る 。

fL
j+1 = (2 − k2

j ∆x2)fL
j − fL

j−1

6. j の ル ー プ を 組む 。 j は 49 ∼ 1 ま で -1 ず つ 変化す る 。

1. 右 側か ら 波動関 数 fR を 計算す る 。

fR
j−1 = (2 − k2

j ∆x2)fR
j − fR

j+1

7. j の ル ー プ を 組む 。 j は 0 ∼ 50 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. |fL
j − fR

j | ≤ eなら gj = 1 と す る 。

8. gj の j = 0 ∼ 50 ま で の 和を 求 め 、 和が 51 なら そ の と き の E∗ を 表示し計算を 終

了す る 。 そ う で ない なら 、 E∗ = E∗ + ∆E∗ と し、 3 に 戻り 計算を 繰り 返す 。

Fig.4.9: shooting法の 概念図
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Fig.4.10: shooting法の フ ロ ー チャ ー ト

shooting 法に よ る エネル ギー 順位 E1 の 数値解は E1 = 0.003946 と なる 。 次に 解析的

に エネル ギー 順位 E1 を 求 め 比較 して みよ う 。 エネル ギー 順位 E∗

n の 解析解は (4.20) 式

よ り

E∗

n =
(πn

L

)2

で あ る 。 今は n = 1 の 時の 値を 知り た い の で 、 n = 1,L = 50.0 を 上式に 代入す る と 、 E1

の 解析解は

E∗

1 =
( π

50

)2

= 0.003948

以 上よ り 、 数値解と 解析解と は 良い 一 致を 得た 。 同様に して 、 E∗ の 値を 増や して い け ば 、

さ ら に 高い エネル ギー 順位 を 求 め て い く こ と が で き る 。
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第 5章

連立方程式の 解法

次に 連立方程式を 数値的に 解く こ と を 考え る 。 微分方程式など に 比べ 概念的に は 容易 だ

が 、 数値的に 扱 う 際の スキー ム は こ ち ら の 方が は る か に 難解で あ る こ と か ら 、 こ ち ら の 章

を 後に した 。 2階の 微分方程式は 差分化す る と 、 連立方程式の 形に なる た め 、 こ こ で 学ぶ

スキー ム は 応用範囲 が 極め て 広い 。 ま た 、 多く の 参考文献も あ る こ と か ら 平行して 読み進

め る こ と を お 薦め す る 。

5.1 ガウ スの 消去法

ガウ スの 消去法は 、 大き く 2 つ の ステップ に 分け ら れ る 。 １つ 目の ステップ が 前進消去

ステップ 、 ２ つ 目が 後退代入ステップ と 呼ば れ て い る 。 次の よ う な x0, x1, · · · , xn−1 を 未

知数と す る n元連立 1次方程式を 数値的に 解く こ と を 考え よ う 。























a00x0 + a01x1 + · · · + a0,n−1xn−1 = b0

a10x0 + a11x1 + · · · + a1,n−1xn−1 = b1

...

an−1,0x0 + an−1,1x1 + · · · + an−1,n−1xn−1 = bn−1

(5.1)

解析的に は 各方程式を 組み合せ て 未知数を 消去して い く 方法が 知ら れ て い る 。 ガウ スの

消去法は 、 こ れ を 系統的に 行っ て い く スキー ム で あ る 。

5.1.1 前進消去ステップ

1. n元連立 1次方程式の n個の 式を 上か ら 順に 、 第 0式,第 1式, · · · ,第 n − 1 式 と

呼ぶ こ と に す る 。 ま ず 、 第 0式を a00 で 割 れ ば

x0 + a
(0)
01 x1 + a

(0)
02 x2 + · · · + a

(0)
0,n−1xn−1 = b

(0)
0 (5.2)

を 得る 。 次に (5.2)式を a10 倍して 、 第 1式か ら 減算す る 。 次に 次に (5.2)式を a20

倍して 、 第 2式か ら 減算す る 、 と い う 操作を 第 n − 1式ま で 繰り 返す 。
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第 1式− a10(第 0式) = b
(0)
1

第 2式− a20(第 0式) = b
(0)
2

...

第 n − 1式− an−1,0(第 0式) = b
(0)
n−1

す る と 、 以 下の よ う な方程式を 得る こ と が で き る 。























x0 + a
(0)
01 x1 + a

(0)
02 x2 + · · · + a

(0)
0,n−1xn−1 = b

(0)
0

a
(0)
11 x1 + a

(0)
12 x2 + · · · + a

(0)
1,n−1xn−1 = b

(0)
1

...

a
(0)
n−1,0x1 + a

(0)
n−1,1x2 + · · · + a

(0)
n−1,n−1xn−1 = b

(0)
n−1

(5.3)

2. 次に 第 2式以 下の x1 を 消去す る 。 ま ず 、 第 1式を a
(0)
11 式で 割 る と 次式を 得る 。

x1 + a
(1)
12 x2 + · · · + a

(1)
1,n−1xn−1 = b

(1)
1 (5.4)

(5.4) 式を a
(0)
21 倍して 、 第 2式か ら 減算し · · · 、 a

(0)
n−1,1 倍して 第 n − 1式か ら 減算

と い う 操作を 繰り 返せ ば

第 2式− a
(0)
21 (第 1式) = b

(1)
2

第 3式− a
(0)
31 (第 1式) = b

(0)
3

...

第 n − 1式− a
(0)
n−1,1(第 1式) = b

(0)
n−1

以 下の よ う な方程式を 得る 。


































x0 + a
(0)
01 x1 + a

(0)
02 x2 + · · · + a

(0)
0,n−1xn−1 = b

(0)
0

x1 + a
(1)
12 x2 + · · · + a

(1)
1,n−1xn−1 = b

(1)
1

a
(1)
22 x2 + · · · + a

(1)
2,n−1xn−1 = b

(1)
2

...

a
(1)
n−1,1x2 + · · · + a

(1)
n−1,n−1xn−1 = b

(1)
n−1

(5.5)

3. 同様の 操作を 繰り 返す こ と で 、 以 下の よ う な方程式を 得る 。






















x0 + a
(0)
01 x1 + a

(0)
02 x2 + · · · + a

(0)
0,n−1xn−1 = b

(0)
0

x1 + a
(1)
12 x2 + · · · + a

(1)
1,n−1xn−1 = b

(1)
1

...

xn−1 = b
(n−1)
n−1

(5.6)

こ の よ う に 順番に 未知数を 消して い く た め 、 こ の ステップ は 前進消去ステップ と 呼

ば れ て い る 。
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Fig.5.1: 前進消去ステップ の フ ロ ー チャ ー ト

5.1.2 後退代入ステップ

前進消去ステップ の 最後で 、 xn−1 の 値が bn−1 と して 得ら れ て い る 。 こ の 値を 1 つ 上

の 方程式に 代入す れ ば 、 xn−2 の 値が 求 ま る 。 こ れ を xn−3, · · · , x1, x0 と 繰り 返す こ と で 、

連立方程式の 解を 求 め る こ と が で き る 。

具 体的に は 次の 処理を 行え ば 、 xk の 値が bk に 代入さ れ る 。 こ こ で 、 k は k = n−2, n−

3, · · · , 2, 1, 0 と 変化す る 。

bk = bk −

n−1
∑

j=k+1

akjxj (5.7)

こ の よ う に 逆 順で 解を 求 め て い く 、 こ の ステップ を 後退代入ステップ と い う 。

���������

�����	����

����� ���

Fig.5.2: 後退代入ステップ の フ ロ ー チャ ー ト
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Fig.5.3: ガウ スの 消去法の フ ロ ー チャ ー ト

5.1.3 ガウ スの 消去法の 問題

� �
ガウ スの 消去法を 用い て 、 次の 1次元連立方程式を 解け 。



















4x0 + x1 − 3x2 + 5x3 = 18

2x0 + 3x1 + x2 + 2x3 = 21

5x0 − 4x1 − 2x2 + x3 = 5

−2x0 + 2x1 + 8x2 + 2x3 = 16

(5.8)

� �
こ の 連立方程式の 解は 以 下の よ う に なる 。

x0 = 4

x1 = 3

x2 = 2

x3 = 1
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5.2 ガウ ス・ ザイ デル 法

ガウ スの 消去法で は 、 系統的に 未知数を 求 め て い っ た が 、 こ こ で は 適当な初期 値を 仮定

し、 必要な精度に なる ま で 繰り 返し解を 求 め る こ と で 未知数を 求 め る 方法を 取り 扱 う 。 こ

の よ う に 必要な精度に なる ま で 繰り 返し解を 求 め て い く 方法を 反復法と い う 。

こ こ で は 、 実際に 例を 考え なが ら 、 ア ル ゴリ ズム の 流れ を 追お う 。 以 下の よ う な連立方

程式を 考え る 。











3x + y + z = 8

2x + 6y + 3z = 23

x + 2y + 4z = 17

(5.9)

上式を (x, y, z) に つ い て そ れ ぞ れ 解い た 形に 直す 。











x = (8 − y − z)/3

y = (23 − 2x − 3z)/6

z = (17 − x − 2y)/4

(5.10)

適当な初期 値を 決め る 。 こ こ で は (x, y, z) = (1, 1, 1) と す る と











x = (8 − 1 − 1)/3 = 2

y = (23 − 2 − 3)/6 = 2.666 · · ·

z = (17 − 1 − 2)/4 = 2.41667 · · ·

(5.11)

こ の よ う に 初期 値か ら 値を 次々 に 代入し、 新しく 求 ま っ た 値を 使い 、 次の 値を 求 め る と い

う こ と を 繰り 返し行う 。 す る と 以 下の よ う に (x, y, z) が 真値に 近づ い て い く の が 分か る 。

回数 x y z

1 2.000000 2.666667 2.416667

2 0.972222 2.300926 2.856481

3 0.947531 2.089249 2.968493

4 0.980753 2.022169 2.993727

5 0.994701 2.004903 2.998873

6 0.998741 2.000983 2.999823

7 0.999731 2.000178 2.999978

8 0.999948 2.000028 2.999999

9 0.999991 2.000004 3.000000

10 0.999999 2.000000 3.000000

11 1.000000 2.000000 3.000000

Tab.5.1: ガウ ス・ ザイ デル 法の 流れ
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こ れ は 、 以 下の 式を 計算して い る と 要約す る こ と が で き る 。

x
(k+1)
i =

1

aii

(

bi −
i−1
∑

j=0

aijx
(k+1)
j −

n−1
∑

j=i+1

aijx
(k)
j

)

(5.12)

こ こ で 肩の (k) は 計算回数を 表して い る 。 ガウ ス・ ザイ デル 法で は
∣

∣

∣
x

(k+1)
i − x

(k)
i

∣

∣

∣
< ε (i = 0, 1, · · · , n − 1) (5.13)

と なっ た ら 反復計算を 止め 、 x
(k+1)
i を 解と す る 。 ε は 要求 誤差と 呼ば れ る 十分小さ な値で

あ る 。

5.2.1 ガウ ス・ ザイ デル 法の ア ル ゴリ ズム

1. 初期 化

2. 要求 精度 ε を 判別す る た め の 変数 err に 0代入

3. i の ル ー プ を 組む 。 i は 0 ∼ N − 1 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. 変数 sum に bi を 代入

2. j の ル ー プ を 組む 。 j は 0 ∼ N − 1 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. sum に sum − aijxj を 代入す る 。

3. sum に sum/aii を 代入す る 。

4. xi に xi + sum を 代入す る 。

5. err に err + |sum| を 代入す る 。

4. 結果を 表示す る 。

5. err が 要求 精度 ε よ り 小さ け れ ば 終了す る 。

6. そ う で なけ れ ば 、 2 に 戻り 計算を 繰り 返す 。

Fig.5.4: ガウ ス・ ザイ デル 法の フ ロ ー チャ ー ト



5.2 ガウ ス・ ザイ デル 法 34

5.2.2 ガウ ス・ ザイ デル 法の 問題

� �
ガウ ス・ ザイ デル 法を 用い て 、 次の 1次元連立方程式を 解け 。



















4x0 + x1 − 3x2 + 5x3 = 18

2x0 + 3x1 + x2 + 2x3 = 21

5x0 − 4x1 − 2x2 + x3 = 5

−2x0 + 2x1 + 8x2 + 2x3 = 16

(5.14)

要求 精度 ε は 10−6 と す る 。 ま た 、 初期 値は (x0, x1, x2, x3) = (1, 1, 1, 1) と した 。

� �
回数 x0 x1 x2 x3

1 2.000000 4.666667 1.083333 1.716667

5 3.852630 3.147325 1.956955 1.062604

10 4.009345 2.990894 2.002894 0.996082

15 3.999430 3.000556 1.999823 1.000239

20 4.000035 2.999966 2.000011 0.999985

25 3.999998 3.000002 1.999999 1.000001

29 4.000000 3.000000 2.000000 1.000000

Tab.5.2: ガウ ス・ ザイ デル 法の 問題の 結果
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第 6章

物理シミ ュ レ ー ショ ン ２

こ れ ま で の 議 論を 踏ま え て 、 ポ ア ソン 方程式を 数値的に 解く こ と を 考え る 。 ポ ア ソン 方

程式は 楕円 型微分方程式の 典型で あ り 、 様々 な物理量の 平衡状態を 記 述す る 方程式で あ

る 。 そ の 応用範囲 は 広く 、 電磁場や 熱伝導、 温度分布など 主に 工学系の 分野で 用い ら れ て

い ま す 。 した が っ て 、 ポ ア ソン 方程式を 数値的に 解く 技術を 身に 付け る こ と は 、 実用的な

問題を 解く 際に 強力な武器 と なる と 言え る 。

6.1 ポ ア ソン 方程式

ポ ア ソン 方程式は 下式で 表さ れ る 。

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
+

∂2φ

∂z2
= ρ (6.1)

こ こ で は 、 簡 単の た め に 2次元の 場合に つ い て 考え て い き ま す 。 下式を 数値的に 解く こ と

を 考え て い く 。

∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= ρ (6.2)

ラ プ ラ ス方程式は 2階の 微分方程式の 形を して い る の で 、 前進差分と 後退差分を 用い て

方程式を 差分化す る 。

∂

∂x

(

∂φ

∂x

)

'
∂

∂x

{

φ(x + ∆x, y) − φ(x, y)

∆x

}

'
1

∆x2

{

φ(x + ∆x, y) − φ(x, y) −
(

φ(x, y) − φ(x − ∆x, y)
)

}

=
1

∆x2

{

φ(x + ∆x, y) − 2φ(x, y) + φ(x − ∆x, y)

}

(6.3)

同様に 、 y 方向に つ い て も

∂

∂y

(

∂φ

∂y

)

'
1

∆y2

{

φ(x, y + ∆y) − 2φ(x, y) + φ(x, y − ∆y)

}

(6.4)
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こ こ で 簡 単の た め に 刻み幅を ∆ = ∆x = ∆y と す る と (6.2) 式は (6.3), (6.4) 式よ り 以 下

の よ う に 差分化す る こ と が で き る 。

1

∆2

{

φ(x + ∆, y) + φ(x, y + ∆) − 4φ(x, y) + φ(x − ∆, y) + φ(x, y − ∆)

}

= ρ (6.5)

次に φ(x, y) を 形式的に φi,j と 表記 しよ う 。 す る と (6.5) 式は 以 下に よ う に 書き 直す こ と

が で き る 。

1

∆2

{

φi+1,j + φi,j+1 − 4φi,j + φi−1,j + φi,j−1

}

= ρi,j (6.6)

(6.6)式を φi,j に つ い て 解け ば 、 実用的な計算式が 求 ま る 。

φi,j =
1

4

{

φi+1,j + φi,j+1 + φi−1,j + φi,j−1 − ρi,j

}

(6.7)

こ こ で (i, j) は 離散化さ れ た 空間 の 位 置座標を 表して お り 、 空間 は 以 下の よ う なモ デル

図に よ っ て 表さ れ る 。 点は 格 子点と 呼ば れ 、 こ の 格 子点上に 各物理量が 記 憶さ れ る こ と と

なる 。 imx は x方向の 最大格 子点数、 jmx が y 方向の 最大格 子点数で あ る 。 空間 内に は

(imx + 1) × ( jmx + 1) 個の 格 子点が 存在す る こ と に なる 。

Fig.6.1: 空間 格 子モ デル
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6.1.1 ラ プ ラ ス方程式解法の ア ル ゴリ ズム

(6.6)式は (i, j) に つ い て そ れ ぞ れ 展開す る と 膨大な連立方程式に なっ て い る た め 、 従来

の よ う な代数的なスキー ム で は 解く こ と が で き ない 。 そ こ で こ こ で は 、 前章で 学ん だ ガウ

ス・ ザイ デル 法を 採用す る こ と に す る 。

ま た 、 こ こ で は 境界条件と して φi,0 = φi,jmx = 0、 φ0,j = φimx,j = 0 と した 。 つ ま

り 、 Fig.6.1 の 外周部の 格 子点 (灰色) の 物理量を 0 と す る 。 ル ー プ 文の 範囲 が そ れ ぞ れ

1 ∼ imx − 1, 1 ∼ jmx − 1 なの は 、 境界条件を 除い た 格 子点 (白点) で の 反復計算を 行う

た め で あ る 。

1. 初期 化

2. 境界条件を 適用す る 。 境界上の 格 子点の 物理量を 0 に す る 。

3. 要求 精度 ε を 判別す る た め の 変数 err に 0代入

4. i の ル ー プ を 組む 。 i は 1 ∼ imx − 1 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. j の ル ー プ を 組む 。 j は 1 ∼ jmx − 1 ま で 1 ず つ 変化す る 。

1. sum に φi,j を 代入す る 。

2. (6.7) 式

2. err に err + |sum| を 代入す る 。

5. err が 要求 精度 ε よ り 小さ け れ ば 結果を 出力して 終了す る 。

6. そ う で なけ れ ば 、 2 に 戻り 計算を 繰り 返す 。

Fig.6.2: ポ ア ソン 方程式解法の ア ル ゴリ ズム
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6.1.2 ポ ア ソン 方程式の 問題

� �
次の 条件の 元で ポ ア ソン 方程式を 数値的に 解き 、 そ の 時の ポ テン シャ ル φ を グラ

フ 化せ よ 。 格 子点数 imx = jmx = 50、 刻み幅 ∆ = 0.1、 要求 精度 ε = 10−8 と

す る 。 ま た 、 電荷密度 ρ は ρi,j = −1 と す る 。 境界条件は 、 φi,0 = φi,jmx = 0、

φ0,j = φimx,j = 0 を 適用す る 。 す なわ ち 、 境界上の 格 子点の 物理量は 0 と す る 。

� �
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Fig.6.3: ポ ア ソン 方程式の 問題の 結果
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Fig.6.4: ポ ア ソン 方程式の 問題の 結果 (等値面)


